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Kapitel 1

Einfiihrung

Betrachte ,,Zufallsexperimente“, z. B.
e Miinzwurf, Wiirfelwurf, Spiele, Roulette, Lotto
e Ankunft von Kunden an Schaltern, Pakete in Netzwerken
e Input fiir Algorithmen
e Signale, die von einer Quelle ausgesendet werden
e Positionierung von Mobilstationen in Zellnetzen

Diesen Beispielen gemeinsam ist, daf§ die interessierenden Gréflen nicht vorhergesagt
werden kénnen und zufallsabhéngig sind.

Definition (Stochastik). Stochastik ist die mathematische Behandlung von Zufall-
sphénomenen (6 oToxos: das Vermutete)

Die Stochastik umfafit mehrere Teilgebiete, die sich in etwa so aufteilen lassen
o Wahrscheinlichkeitstheorie

— theoretisch (stochastische Prozesse, Grenzwertsétze, stochastische Differen-
tialgleichungen)

— angewandt (stochastische Modellierung, z. B., Warteschlangen, Zuverl#ssig-
keitstheorie, stochastische Signalerkennung)

e Mathematische Statistik (mit vielen Teilgebieten)

Diese Vorlesung legt die Schwerpunkte auf angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie (sto-
chastische Modellierung) mit Betonung der Anwendung in der Informatik.

Ziel der Vorlesung:



Bereitstellung von Grundlagen als Basis fiir weiterfithrende Veranstaltungen z.B. War-
teschlangensysteme (I), -netze (II), Informationstheorie I + II, Kryptologie, Stochasti-
sche Simulation, Zufallsgesteuerte Optimierungsverfahren

Historische Entwicklung;:

Fermat (1601-1665)

Pascal (1623-1662)

Bernoulli (1654-1705)

Laplace (1749-1827) Kombinatorischer Zugang, motiviert durch
Spielprobleme, relative Hé&ufigkeiten als
Wahrscheinlichkeiten

Kolmogorov  (1973) Axiomatische Entwicklung

Mit Hilfe der nun folgenden Beispiele werden einige typische Problemstellungen und
Ergebnisse der Stochastik anschaulich eingefiihrt.

Beispiel 1.1 (Miinzwurf). Eine Miinze werde wiederholt, in der Vorstellung ohne
jemals abzubrechen, geworfen. Das Ergebnis Kopf wird durch +1, das Ergebnis Zahl
durch —1 kodiert. “Kopf” trete mit Wahrscheinlichkeit p, “Zahl” mit Wahrscheinlich-
keit 1 — p auf, wobei 0 < p < 1. Die Miinze heifit “fair” wenn p = 1/2, wenn also
Kopf und Zahl mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Das Ergebnis der Miinzwiirfe
wird als Auszahlung eines Spiels zwischen zwei Spielern interpretiert. Bei Auftreten
von “Kopf” erhélt der erste Spieler einen Euro vom zweiten, bei “Zahl” ist es gerade
umgekehrt.

Jedes Ergebnis einer Miinzwurfserie kann durch eine unendliche Folge aus den Zahlen
—1 und +1 dargestellt werden. Die Menge aller moglichen Ergebnisse ist also

Q= {(.Tl,xg,xg,...) ’ T; € {—1,+1}}

Interessant ist in diesem Spiel der Kontostand des ersten Spielers nach n Wiirfen. Bei
Anfangskapital 0 besitzt er die Darstellung

n
Snp — E Zy.
1=1

Es stellt sich die Frage, ob es fiir den Kontostand eine “Gesetzméfigkeit des Zufalls”,
ein “Verteilungsgesetz” gibt? Anschaulich wird diese Frage durch einen Versuchsaufbau
von Galton, das sogenannte “Galton-Brett” beantwortet.

Man stelle sich hierzu Reihen von untereinander versetzt eingeschlagenen Niglen auf
einem stark geneigten Brett vor. Der Versatz ist jeweils so, dafl eine symmetrisch auf
den obersten Nagel gesetzte Kugel beim Herunterfallen den nachfolgenden Nagel jeweils
wieder genau in der Mitte trifft. Abbildung 1.1 stellt den Aufbau schematisch dar. Fallt
die Kugel nach links, verliert der Spieler 1,— EUR, fallt sie nach rechts, gewinnt er 1,—
EUR.

Gem#fl Abbildung 1.1 werden unter der n-ten Nagelreihe Schichte angebracht, die
die Kugel auffangen, wenn sie vom letzten Nagel herunterféllt. Die in dem jeweiligen
Schacht notierte Zahl gibt dann den Kontostand nach n Spielen an.
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Abbildung 1.1: Galton-Brett mit vier Nagelreihen.

Die Stochastik beschéftigt sich hierbei mit den folgenden interessanten Fragen.

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet eine Kugel nach n Nagelreihen in Schacht
Nummer k? Diese Frage wird spéter mit Hilfe der Binomialverteilung beantwortet.

e Welches Bild des Fiillstands der Schichte ergibt sich, wenn sehr viele Kugeln
durch eine grofle Zahl von Nagelreihen fallen? Einen Eindruck von dem zu erwar-
tenden Ergebnis gibt Abbildung 1.2, das aus einer Computersimulation stammt.
Die analytische Antwort hierzu wird der Zentraler Grenzwertsatz geben.

e Wird das Galton Brett um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht, lassen sich die
Wege der Kugeln als Pfade mit Spriingen nach oben und unten interpretieren.
Deren asymptotisches Wachstum mit n — oo wir durch das Gesetz vom iterierten
Logarithmus beschrieben. Es besagt, dafl

n

limsup ——— = +1 und
nHOOp vV2nlnlnn

. Sn

Iminf —— = -1

n—oo /2nlnlnn

mit Wahrscheinlichkeit 1. Die graphische Darstellung einiger zufilliger Pfade
nebst den begrenzenden Kurven ++v/2nlInlnn findet sich in Abbildung 1.3. Die
zugehorige Begriffswelt zum Verstédndnis des Satzes wird im Laufe der Vorlesung
entwickelt, den Beweis selbst werden wir mit den Mitteln der Vorlesung nicht
fithren konnen.



5796

p= 0.50

B0 rows

Abbildung 1.2: Kugelverteilung bei 60 Nagelreihen und 5796 Kugeln.

flx) = sartl 2 % n % ln €ln (n)> 1 flx) = sartl 2 % n % ln €ln (n)> 1

<s>: single step <s>: single step

(a) 3 verschiedene Pfade (b) 70 verschiedene Pfade

Abbildung 1.3: Einige Pfade des Kontostands jeweils bis zum 639.000sten Wurf.
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— HT} Tt ALOHA
Kollision!

e {em—jemes——=  slotted ALOHA

Abbildung 1.4: Aloha und slotted ALOHA.

Beispiel 1.2 (ALOHA). ALOHA ist ein sogenanntes contention Protokoll. Mehrere
Stationen teilen sich ein gemeinsames Medium zur Ubertragung von Datenpaketen
fester Linge, etwa Kabel, Glasfaser oder einen Funkkanal. Wenn zwei Pakete bei der
Ubertragung iiberlappen, zerstéren sie sich gegenseitig durch Interferenz.

Bei reinem ALOHA wiihlt jede Station unabhéngig von den anderen zufillig Zeitpunkte,
zu denen sie ein Paket iibertréigt. Bei slotted ALOHA wird der Kanal in Zeitschlitze
eingeteilt, in denen genau ein Paket iibertragen werden kann, s. Abbildung 1.4.

Zur Analyse dieses Protokolls miissen die folgenden Fragen beantwortet werden.

e Welches stochastische Modell beschreibt das iiber der Zeit zufillige Auftreten von
Paketen und welche stochastischen Eigenschaften hat die Uberlagerung solcher
Strome? Ein geeignetes Modell hierfiir ist der Poisson-Prozess.

e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Zerstérung eines Pakets?

e Welcher Durchsatz ist zu erzielen? Mit Durchsatz ist dabei die erwartete Anzahl
unzerstorter Pakete pro Zeiteinheit gemeint.



C
Ks
K1 Kg Kg4
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Abbildung 1.5: Verzoégerungszeiten von Knoten in einem Netzwerk.

Beispiel 1.3 (Laufzeiten in Netzwerken). Man betrachte ein Netzwerk mit Termi-
nals A bis D und Knoten K1, ..., K¢, wie in Abbildung 1.5 dargestellt. Im praktischen
Betrieb sollen die Verzogerungzeiten in den Knoten K1, ..., K¢ bestimmt werden.
Hierzu wird von bestimmten Terminals aus zu einigen anderen per “ping” ein Da-
tenpaket geschickt und seine Laufzeit bis zur Riickkehr gemessen. v; bezeichne die
Verzogerung in Knoten ¢ und Lx..y die Laufzeit von Terminal X nach Y und zuriick.
Folgender Zusammenhang besteht zwischen den Lauf- und Verzoégerungszeiten. Zum
Beispiel gilt zwischen A und D bzw. zwischen B und C

Lac.p =2(vy +va+v3+wvg) +e1,
Lo = 2(’[)1 + v9 +v3 + U5 + ?)6) + &9.

Die Laufzeit ist eine zufillige Grofle, da sie von einem zufilligen Mefifehler und der
gerade zufillig vorherrschenden Last im Netz abhéngt, was durch die Zufallsvariablen
g; ausgedriickt wird.

Es stellt sich die Frage nach einem verniinftigen Modell fiir den Mefifehler und die
Lastverteilung. In vielen Fillen wird die Normalverteilung geeignet sein. Hat man ein
geeignetes Modell gefunden, bleibt das Problem, aus den zufilligen Mefergebnissen
die deterministischen Verzégerungen v; zu bestimmen. Dies ist eine typische statisti-
sche Fragestellung, die mit Hilfe von statistischen Schétzfunktionen oder mit Hilfe von
Konfidenzintervallen beantwortet werden kann.
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o-Algebren und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten mit Mengen. Betrachte rele-
vante Ergebnisse und fasse diese zu einer Menge zusammen. Man nennt 2 (Omega)
die Ergebnismenge (oft: N, Z,R,R™ {0,1}"). Ereignisse A werden beschrieben durch
Teilmengen von © (A C Q). Die Menge aller Teilmengen der Ergebnismenge B ()
heifit Ereignismenge. Die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen wird durch eine Funkti-
on P :PB(Q) — [0, 1] beschrieben mit

L P(Q)=1, P(§) =0 (%)
2. P(A%) =1— P(A) VAePBOQ)

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) VA,BeB(Q) mit ANB =1

4 P(Upli An) = 3202 P(An) VA, € B(Q), AinA; =0 Vij i) (%)

Aus den Eigenschaften (x) lassen sich die anderen herleiten.
Sprechweisen:

o AC: A tritt nicht ein®, A € P(Q)
e AU B: ,A oder B treten ein®, A, B € ()
e AN B: ,A und B treten ein®, A, B € (1)

Wie erhilt man nun Wahrscheinlichkeiten? Bei endlichen € durch Abzihlen.

Definition 2.1 (Laplacescher Wahrscheinlichkeitsbegriff). Sei 2 eine endliche
Menge. |A| bezeichne die Mdchtigkeit von A C . Durch

A
PLA) = G1s A€ @ 2.1)
wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 3(€2) mit den Eigenschaften (x) definiert.
P heifit Laplace- Verteilung oder diskrete Gleichverteilung iiber ).

7



Beispiel 2.2 (bindre Suche). Gegeben sei ein geordnetes Feld von 2" — 1 Elementen
und ein mit diesen vergleichbares Schliisselelement .

Problemstellung: Ist y in einem derartigen Feld vorhanden, und an welcher Stelle?
Zur Losung dieses Problems bietet sich beispielsweise , binary search“ an.

Stochastisches Modell: Sei = {0,1,...,2" — 1} und w € Q, w > 1. Definiere: w = der
Position des gesuchten Elements y und w = 0, falls y nicht im Feld vorkommt. Es lassen
sich nun Ereignisse Aj bestimmen, wobei k bedeutet, dal y im k-ten Schritt gefunden
wird.

Ay = {2771}, Ay ={2"2 3.2" %) ..
A, = {@j-1-20F | 5=1,...2 k=1,...,n}.

Es wird angenommen, daf3 jede Platznummer und die 0 gleichwahrscheinlich sind. Dann
ist
k-1

2
x| = 2571 P(Ay) = - 1<k <n

wobei P(Ay) die Wahrscheinlichkeit ist, y in genau k Schritten zu finden. Mit zu-
sammengesetzten Ereignissen lassen sich auch andere Fragestellungen modellieren. Sei
beispielsweise By das Ereignis, dafl y in hochstens k Schritten gefunden wird.
k
B, = U Aj, alle A; paarweise disjunkt
j=1

271

P =Y T = @ - =
1

j=1

k k k
PBy) = P J4] =

i=1 i= =
Beispiel 2.3 (Hashing). Gegeben sei ein Universum U und eine gewisse Teilmen-
ge M (M C U) davon, mit |M| = k. Diese k& Werte sollen in einem Hashfeld a :
array [0,...,n — 1] of type abgespeichert werden. Definiere dazu eine Hashfunktion
h:U — {0,...,n —1}. Ein € M wird dann in a[h(z)] abgespeichert, was zu einer
Kollision fithren kann, falls ein von x verschiedenes y € M existiert mit h(z) = h(y)
(Kollisionsauflosung durch lineare Listen).

Stochastisches Modell: Es wird ein rein zufilliges Ablegen von k£ Daten in einem Feld
der Lange n angenommen. Sei S = {1,...,n} die Menge der Speicherpliitze. Die Ergeb-
nismenge ) mit |2| = S* beinhaltet alle Arten, k Daten abzulegen (k-n-Permutationen
mit Wiederholung). Es interessiert die Menge Ay, aller Moglichkeiten, k& Daten ohne
Kollisionen abzulegen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl es bei rein zufilligem Ablegen der
k Daten in einem Feld der Lange n zu keiner Kollision kommt ist

Akl n-(n—=1)-- - (n—k+1)

P(Apn) = =
(Aen) =g nk

T (1-2) = (0 (1-1))
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mit hz<z—-1,z>0 < In(l-z)<-—-zz<1 folgt

P(An) < exp (- ki %) ~ exp (-%) .

=0
Beispielsweise ergibt sich mit den Werten n = 365, k = 23 eine Wahrscheinlichkeit von

P(Ay ) < 0,499998. Das bedeutet z. B., daf8 es ,eher unwahrscheinlich® ist, dafl in
einer Klasse mit 23 Schiilern niemand am gleichen Tag Geburtstag hat.

Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff reicht nicht aus. Das hat insbesondere fol-
gende Griinde:

e () ist oft unendlich oder sogar iiberabzihlbar unendlich.

e Viele experimentelle Studien sind nicht durch diskrete Gleichverteilung beschreib-
bar.

Beispiel 2.4 (unendlicher Miinzwurf). Um z.B. die Frage zu kldren, wann beim
wiederholten Werfen einer Miinze zum ersten mal Kopf auftritt, muss eine unendliche
Folge von Wiirfen betrachtet werden. Jeder beliebig weit in der Zukunft liegende Wurf
konnte der erste sein. Das Ergebnis einer Miinzwurfserie wird durch eine Folgen von
Nullen und Einsen dargestellt, wobei die Nullen Zahl und die Einsen Kopf représentie-
ren, also

Q= {w=(x1,22,...) | z; € {0,1}} = {0, 1}V,

mit Q iiberabzéhlbar (Diagonalisierungsargument). Das Problem ist die Beschreibung
einer Gleichverteilung auf 2. Als erster Ansatz bietet sich an, jeder Folge die gleiche, von
Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zuzuordnen, also: P({w}) = P({w’}) VYw,w’ € Q.
Von Null verschieden bedeutet dann: P({w}) = > 0. Sei nun 4 = {wi,ws,....} CQ
abzéhlbar unendlich. Dann steht

P(A)=) P{wh)=) d=00
i=1 i=1
im Widerspruch zu P(Q2) = 1. Also mul P({w}) = 0 Yw € Q sein, was aber zur

Konstruktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht sehr hilfreich ist.

Beispiel 2.5 (Gleichverteilung iiber [0,1]). Anwendbar z.B. in einem Modell, in
dem jeder Zeitpunkt zwischen 0 und 1 gleichwahrscheinlich ist. Die Ergebnismenge
ist also 2 = [0, 1]. Man definiere probehalber eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P mit
folgenden Eigenschaften:

e P(la,b)) =b—a VY0<a<b<l1
o Pist o-additiv, d.h: P (U, A,) = S°°°, P(A,)

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften existiert nicht. Im R3 sogar auch dann nicht,
wenn man nur endliche Additivitit verlangt.



10

Es gibt kein endlich additives drehinvariantes Maf8 auf SB(R?). (Hausdorff
1914)

Fiir einen allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff (ohne Existenzprobleme) also: Er-
eignismenge nicht PB(N), kleineres Mengensystem wéhlen, das noch alle interessanten
Ereignisse enthélt.

Definition 2.6 (o-Algebra). Sei Q # () und A C P(Q) ein System von Teilmengen
von €. A heifit o-Algebra (von Ereignissen) iiber €2, wenn

(i) Qe (2.2)
(i) Acu=Aleca (2.3)
(i) ApeUneN=|]JA, e (2.4)

n=1

Das Paar (2,2) heifit Mefraum. Mit den deMorgan-Regeln folgt desweiteren:
.. e oo .. oo E
Apeat @ Al Jaleal (UA,E) e
n=1 n=1

= (AneA VneN (2.5)

n=1

o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch die Verkniipfungen mit ,,nicht®, ,oder*,
yund“ entstehen (auch abzdhlbar unendlich). Dies ist wichtig fiir die Festlegung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Beispiel 2.7. Beispiele und Gegenbeispiele fiir o-Algebren:
o P(Q) ist stets eine o-Algebra (feinste o-Algebra).
o {0,Q} ist o-Algebra (grobste o-Algebra).

e Sei O =N, G =1{2,4,6,...}, U ={1,3,5,...}. Dann ist A = {0, G,U,N} eine
o-Algebra.

e Sei Q = R. Dann ist € = {(a,b] | @ < b € R} keine o-Algebra, denn sei a < b <
¢ < d. Dann ist (a,b] € € und (¢, d] € € aber (a,b] U (¢,d] € e.

Problem: Gibt es eine kleinste (im Sinne der Mengeninklusion) o-Algebra, die € enth&lt?

Lemma 2.8. Q # (), 2;, i € I seien o-Algebren iiber Q. Dann ist (),c; 2; ebenfalls
eine o-Algebra.

Sei ¢ C P(£2). Dann heifit A(e) = (.cq A (die kleinste o-Algebra, die € enthilt), die
von € erzeugte o-Algebra. -
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Beweis.
(Viel: Qe = Qe |A=2
el
M) AeA = Ac(\W = Vi: Ac =Vi:Aleq,
el
= AleNw =2
el
(i) VkeN: Ayed = Viel, keN: Ay e
= vViel: (JAve?s = [JAre[)Ui=2
keN keN el

0

Definition 2.9 (Borelsche o-Algebra). Sei 2 = R und € = {(a,b] : a < b € R}.
Dann heifit B! = 2(¢) Borelsche o-Algebra. Auf o-Algebren kénnen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen mit den Eigenschaften (%) definiert werden.

Definition 2.10. Sei Q # (), 2 eine o-Algebra iiber Q. Eine Abbildung P : 20 — [0, 1]

mit:

i) PQ)=1 (2.6)

(i) P (U An> = Z P(A,) VA, €, paarweise disjunkt (2.7)
n=1 n=1

heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmaf auf (©,2(). (2,2, P)
heiflt Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff ist ein Spezialfall von Definition 2.10 o-
Algebra, denn: Wihle 20 = PB(Q2)

(i) P(A) = A erfiillt (i), denn P(Q) = & = 1.

[
(i)

> UAnl _ S 1An] _ < |44
(Q ) o "o Xm
— ZP(AH) Vij: AinA;j=10
n=1
(©,2(, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von Ereignissen {A, },en heifit

aufsteigend (absteigend), wenn A, C Api1 (Anp1 C Ap)Vne N Us?  An (Mg An) =
limg,— oo Ay heiit Limes der Mengenfolge A,,.
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Lemma 2.11 (Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Sei (Q,2, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A,, € 2, n € N. Dann gilt:

a) P(A% =1-P(A) (2.8)
b) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (2.9)
c) ACB= P(A) <P(B) (2.10)
d) ACB= P(B\A)=P(B) - P(A) (2.11)
e) Stetigkeit von unten:

{A,} aufsteigend = P <n1LII;o(An)> = nan;O P(A,) (2.12)

Stetigkeit von oben:

{A,} absteigend = P ( lim. (An)> = lim P(A,) (2.13)

Beweis. Aussagen a) bis d) zur Ubung.
Aussage e): Teil 1: Sei {A,,} aufsteigend, d.h. A,, C A, 11 Vn € N. Setze By = Ay, By =
Ao\A1,-++ ,Byy1 = Apy1\A,. Dann sind alle B,, paarweise disjunkt und es gilt

U= Uz
n=1 n=1
Setze Ag = (0. Dann ist
00 oS 00 k
P (U An> =P (U Bn> = Z P(B,) = Jim Z P(A\Ap_1)
n=1 Oon:l

k
= lim > [P(An) = P(4y-1)] = lim P(Ay)

n=1

Teil 2: {A,} absteigend = {AE} aufsteigend. Es gilt:

P (ﬁlAn> —1-P <61A5> - 1—n1Ln;OP(A5)

— lim (1—P<A5)) — lim P(A,) O

n—oo n—oo

Lemma 2.12. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A4, € . Dann
gelten:
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a) Siebformel von Poincare-Sylvester (inclusion-exclusion formula)
k
P05 = r(fa)
k=1 1<i1<..<ipg<n  j=1
:ZP(Ak) - > P(A;,NAy) (2.14)
k=1 1<i1<ia<n
Ho DR )
k=1
b) Bonferroni-Ungleichung (Bonferroni inequality)
NPy - Y P(Ay N4y < P< U Ak> < S P(Ay).  (215)
k=1 k=1 k=1

1<i1<ia<n

Weitere obere bzw. untere Schranken ergeben sich durch Abbruch in a) nach +

oder - Zeichen.

Beweis. (2.14) wird mit vollstdndiger Induktion bewiesen. Fiir n = 1 ist die Formel

trivial giiltig. Fiir n = 2 erh&lt man
P(A1 U Ag) = P(((A1 U Ag) \ (A1 N AQ)) U (A1 N A2)>
= P((A1UA2) \(AlﬂAQ)) —i—P(AlﬂAQ)

= P(A1 \ (A1 ﬂAg)) —|—P(A2 \ (A1 ﬁAg)) +P(A1 ﬁAz)

= P(A1)+P(A2)—2P(AlﬂAg)—l—P(AlﬁAg)
= P(A1)+ P(A2) — P(A1NAg).)

(2.16)

Unter der Induktionsvoraussetzung, dass die Siebformel von Poincare-Sylvester fiir n €

N gilt, folgt mit (2.16) somit:

("LjAk) (U Ad) + PlAus) (OAWA"H)
k=1 k=1
= n+1P(Ak) — ) P(A,NnAy)+—- "+1P( ﬁ )
k=1 1<iy <ig<n k=1

— ( P(AcNAny) = > P(Ai, NA, N Anp
k=

1 1<i; <ia<n

- —---+(—1)"+1P(ﬁlAk)>
k=1

n+1 n+1

=S Py~ Y P(Az-lﬁAi2)+f~~+(fl)"+2P<ﬂAk),

k=1 1<iy <ia<n+1 k=1

d.h. die Aussage fiir n + 1. Hierbei wurde die Siebformel zuséitzlich auf den Term

P ( Up—1(Ax N An+1)) angewandt.
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Die rechte Ungleichung der Bonferroni-Ungleichung folgt mit vollstdndiger Induktion
aus (2.16), die linke ergibt sich wie folgt:

P(OAZ) :P(Al\(Alm(Azu...uAn))U
=1
As\ (A2N(A3U...UA,))U...

U Ap 1\ (g N Ay U An)
:P(Al)—P((AlﬂAQ)U...U<A1ﬁAn)) —|—P(A2)
—P((A2NA3)U...U(A2NA)) +...

o+ P(Ay 1) = P((An1 N Ay) + P(A)
> ZH:P(AZ-) - Y PANn4). O

i=1 1<i<j<n

Aus Lemma 2.12 b) folgt die sogenannte Subadditivitit von Wahrscheinlichkeitsmafien,
namlich

P ( n@l An) < z P(A,)

fiir beliebige Ereignisfolgen A,,, n € N, wie folgt.

Beispiel 2.13 (Sortieren (Recontre-Problem)). Betrachte ein Feld der Linge n
von verschiedenen, untereinander vergleichbaren Elementen. Alle Anordnungen der Ele-
mente seien gleichwahrscheinlich. Diese Situation kann man durch folgenden Wahr-
scheinlichkeitsraum modellieren.

Q={w=(wi,...,wpn) | wist Permutation von {1,...,n}},
A =P(Q),

1
P{w}) = = VweQ.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens ein Element an der richtigen Stelle
steht, also bereits vorsortiert ist. Definiere dazu Ereignisse A; € 2, die jeweils alle



Kapitel 2. o-Algebren und Wahrscheinlichkeitsverteilungen 15

Permutationen enthalten, bei denen Element j an der j-ten Stelle steht, formal
Aj :{w:(wl,...,wn) € | w]':j}

Gesucht ist dann P(A;U...UA,) =P (U?Zl Aj>. Da die A; nicht notwendig paarweise

disjunkt sind, erfolgt die Berechnung mit Hilfe der Siebformel: Sei 1 <i; < ... <1 <mn,
| < n. Dann ist

l
ﬂAij:{w€Q|wij:ij, ]:1,,l}
j=1

die Menge aller Permutationen, bei denen sich die Elemente i1,...,%; an der richtigen
Stelle befinden. Die Méchtigkeit dieser Menge ist

l
ﬂ =(n-10N!,

weil die gegebenen [ Elemente an den jeweils festen richtigen Positionen stehen und die
verbleibenden (n — [) Elemente beliebig auf die restlichen (n — ) Positionen verteilt
werden konnen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 sich [ Elemente iq,...,%; auf den
richtigen Positionen befinden, ist daher

—1 1
Q&J:’l>: I=1,...n.

n! (Hu

Auflerdem ist die Méchtigkeit der Menge aller I-elementigen Teilmengen von n, also die
Menge aller Moglichkeiten, zunéchst [ Elemente aus den vorhandenen n auszuwéhlen

H@i,...,0) | 1<ii<...<iy <n}|= <l>

Insgesamt ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens ein Element an der
richtigen Position steht

CJAJ- = Zn:P(Aj)—ZP(AmAj)Jr--- Hntip (n]
j=1 =1

j=1 i<j
n n 1 n 1
— = 44 (=1 n+1
n (2) Mz ) T
1 1 (_1)n+1
e 1 - — + 5 — .. + T
_ 1 1 1 1 1 (—1)"
= 1= ‘ﬁ*z‘ﬁ‘“* ol

— 1-e'~0,6321.

n—0o0
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal mindestens ein Element vorsortiert ist, konvergiert
somit gegen den oben angegenen Wert. Das bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit, min-
destens ein Element in einem Feld der Linge n an der richtigen Position vorzufinden,
fiir grofle n fast unabhéngig von der Linge des Felds ist, ein iiberraschendes Ergebnis.

b) Eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, daf§ mindestens & Elemente vorsor-
tiert sind, 1483t sich wie folgt gewinnen.

k La. 2.12 b) k
P U ﬂ A;l < Z P <l_ﬂl An>

1<ir <...<ixg<n I=1 1<i1 <..<ix<n
<n> 1 1

- YR R

k) (kR

Die Wahrscheinlichkeit fallt also sehr schnell mit wachsendem k.

c) AbschlieBend wird die Wahrscheinlichkeit bestimmt, dafl genau k Elemente vorsor-
tiert sind. Nach Teil a) betrégt die Wahrscheinlichkeit, in einem Feld der Lénge n — k
kein Element vorsortiert zu finden, gerade

Dabher ist die Anzahl der Anordungen, bei denen kein Element vorsortiert ist,

11 —1)nk

Es gibt (Z) Moglichkeiten, ein Feld der Léange n in eines der Lénge k mit einem Restfeld
der Liange n — k aufzuteilen. Somit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dal genau k
Elemente vorsortiert sind,

T

Im folgenden bahandeln wir die Frage, wie Wahrscheinlichkeiten festgelegt werden
koénnen, wenn schon bekannt ist, dafl das Ergebnis in einer bestimmten Teilmenge liegt?

Beispiel. Wir betrachten 5000 Chips, die von zwei verschiedenen Firmen stammen.
Firma A hat 1000 Chips und Firma B hat 4000 Chips geliefert. Unter den 5000 Chips
sind 300 Chips defekt. 100 defekte Chips stammen von Firma A, 200 defekte stammen
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von Firma B. Ein geeignetes Modell zur Beschreibung des zufélligen, gleichverteilten
Ziehens eines Chips aus dieser Menge ist das folgende.

Q2 : Menge aller Chips, |Q2] = 5000

A : Menge der Chips von Firma A, |A| = 1000

B : Menge der Chips von Firma B, |B| = 4000

D : Menge der defekten Chips, |D| = 300
AN D : Menge defekter Chips von Firma A, |AN D| = 100
BN D : Menge defekter Chips von Firma B, |B N D| = 200

Fin Chip wird nun rein zuféllig gezogen. Dieses Zufallsexperiment wird durch das
Laplace-Modell beschrieben. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Chip de-
fekt ist, wenn er von Firma A stammt?

|DNA

|
poja) = POAL_ Tor _ P(ONA) s _ L
1000 :

] il P(A) L~ T

Umgekehrt liasst sich auch nach der Wahrscheinlichkeit fragen, das der Chip von Firma
A stammt, wenn der defekt ist.

|AND|

pap) < APl _ Ter _ P(AND) _ g _ 1
Q] 5000

Diese Voriiberlegungen legen die folgende allgemeine Definition fiir den Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit nahe.

Definition 2.14 (bedingte Wahrscheinlichkeit). (Q,2(, P) sei ein Wahrscheinlich-
keitsraum und A, B € A sowie P(B) > 0.

P(ANB)

P(A|B) = ——— 2.17

heifit (elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypothese) B. Durch
P(e|B): 2A—10,1] : A~ P(A|B)

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2( definiert, die (elementare) bedingte Ver-
tetlung unter B.

Satz 2.15. (2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und B,, € 2, n € N eine Partition
von Q, d.h. [Jo2 | B, = Q und alle B,, paarweise disjunkt.

a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

VAed: P(A) = i P(A|B,) - P(By) (Konvention: -0 =0) (2.18)
n=1
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b) Bayes-Formel
Falls P(A) > 0, so gilt Vn € N

PlBald) = > Y]XDU(BARB )P (BTZBJ.) (2.19)
Beweis. a):
—p (@ AﬂBn> - iP(AmBn) = iP(A|Bn) . P(By)
b): - - -
= U« L
0

Wichtiger Spezialfall: Gelte
P(A|B) =P <A ‘BC> , falls 0 < P(B) < 1,

d.h., die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A héngt nicht vom Eintreten von B
ab, dann gilt
P(A) = P(ANB) +P<AmBC> P(A|B) P(B )+P<A‘BC) P<BC)
B P(ANB)
= PUAB) (P()+ P (B%)) = P(AIB) = P(B)
P(A)P(B) = P(ANB) (auch falls P(B) =0).

Diese Definition wird auf n Ereignisse Aq,..., A, € 2, bzw. auf Folgen von Ereignissen,
erweitert.

Definition 2.16 (stochastische Unabhéngigkeit). (2,2, P) sei ein Wahrschein-
lichkeitsraum und Aj,..., A, € 2 seien Ereignisse. Ay,..., A, heilen (gemeinsam)
stochastisch unabhdngig (s.u.), wenn

Eine Folge {A, }nen von Ereignissen heifit stochastisch unabhingig, wenn Vn € N die
Ereignisse Aq,---, A, stochastisch unabhingig sind.

Beachte. Beachte: Aus paarweiser stochastischer Unabh#ngigkeit folgt nicht die (ge-
meinsame) stochastische Unabhéngigkeit.

Lemma 2.17. (Q,2(, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und Aq,..., A, € A Ereig-
nisse. Folgende Aussagen sind dquivalent.
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a) Aj,..., A, sind stochastisch unabhingig.
b) Fiir alle B; € {A4;, AS} sind By, ..., B, stochastisch unabhéngig.
c) Fir alle B; € {4;, A} gilt P(ﬂ?zl Bi) =[Ii-, P(B)).

Beweis. Die Aussagen “b)=-a)” und “b)=-c)” sind trivial.
“a)=b)” folgt per Induktion aus der folgenden Aussage.
Fiir alle £ € {1,...,n} gilt

A1, ..., Ay, ..., Ay stoch. unabhéngig = Ay, ..., A7, ..., A, stoch. unabhéngig (2.20)

Um (2.20) zu zeigen, sei I = {i1,...,ix} C {1,...,n} eine beliebige Teilmenge. Falls
¢ & I, gilt offensichtlich

P((4) =[] P

el el

Falls ¢ € I, gilt

II PA)=P( (| 4)=P( (] Ain(AUA)

iel il iel il iel il
= P(ﬂAi) +P( ﬂ AN AY) = HP(Ai) +P( ﬂ AN AS).
icl i€l il icl i€l,i#l

Durch Auflésen dieser Gleichung erhilt man
P( () Ain4f)=(1-PAy)) [] P =Py J[ P4
i€l il icl,iAl icl il
Insgesamt folgt (2.20).
“c)=b)” sieht man wie folgt ein. Beide Seiten der folgenden Gleichungen werden addiert
P(BlﬂBzﬂ---ﬂBn) :P(Bl)P(BQ)P(Bn),
P(BinByN---NBy,) = P(B{)P(Bs)--- P(By),

mit dem Ergebnis
P(ByN---NBy,)=P(By):---P(By).
Dies kann man fiir jeden beliebigen Index und iteriert durchfiihren, so daf b) folgt. [

Beispiel 2.18. Man betrachte ein Netzwerk aus 5 Komponenten (Abb. 2.1). Jede der
Komponenten K7, ..., K5 ist mit den Wahrscheinlichkeiten P(K;) = 0,9, P(K3) = 0,8,
P(K3)=0,9, P(K4) =0,7, P(K5) = 0,7 intakt. Das gesamte System ist intakt, wenn
mindestens ein Pfad intakt ist. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, daf§ das System
intakt ist.

Modellbildung: Alle p;, i = 1,...,5 seien Wahrscheinlichkeiten fiir stochastisch un-
abhéingige Ereignisse (Komponente i ist intakt). Dann sei die Ergebnismenge

Q={(x1,...,25) | z; € {0,1}} (x; = 1: Komponente i ist intakt)
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(] ]
] -
(] K

Abbildung 2.1: Netzwerk

und die untereinander stochastisch unabhéngigen Ereignisse A; dafiir, dal Komponente
1 intakt ist seien

A ={(zi,...,z5) | z; =1}, P(4;) =p;
Das Ereignis dafiir, dafl das gesamte System intakt ist, ist folglich
S = (AANA)U(AsNAy) U (A2 N A5) U (AsN As)
P(S) = P(AiNA)U---U(A3NAs))

S ist also die Vereinigung nicht disjunkter Mengen. Ein Méglichkeit, P(S) auszurech-
nen, wire die Zuhilfenahme der Sylvester-Formel, was aber sehr aufwendig ist. Mit dem
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 2.15 a) ) folgt:

P(S) = P(S|As) P(A3) + P (s \Ag) P (AQ) mit

P(S|As) = P(AqUAs) =1—P | ASn A% =1-P (AE) P (Ag)
——
=1—(1—p4)(1—ps)
C C C
P (s(A2> = P((A; N AU (A3 A43)) = 1 —P< (AN Ag) °N (430 45) )
=1—(1—p1ps)(1 — p3ps)
und somit
P(S) = (1 = (1 =pa)(1 —p5))p2 + (1 = (1 = p1pa)(1 — p3ps)) - (1 — p2)
=1—pa(1 = pg)(1 —ps) — (1 = p2)(1 — p1ps)(1 — p3ps)
— 0, 90062

Das System ist also mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 90% intakt. Mit der Bayes-
Formel (Satz 2.15 b) ) folgt desweiteren
P(S|Az)- P(A2)  0,91-0,8

P A = = =
(42]9) P(S) 0,90062 80833
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal Komponente 2 intakt ist, falls das System intakt ist.

Betrachte Limites von Mengenfolgen, die nicht notwendig auf- oder absteigend sind.

Beispiel 2.19 (unendlicher Miinzwurf). Es werde eine Miinze unendlich oft gewor-
fen. Dann ist Q = {w = (x1,29,...) | ; € {0,1}}. Das Ereignis, dafl im n-ten Wurf
Kopf fallt, ist A, = {w = (z1,22,...) | xn = 1}. Das Ereignis A sei: Es féllt unendlich
oft Kopf, es treten also unendlich viele A,, ein.

A = {w|we A, fir unendlich viele n}

= {w\VkﬂnZk:weAn}:ﬁGAn
k=1n=k

Analoges gilt fiir Ereignis B: Fast alle (bis auf endlich viele) Wiirfe zeigen Kopf, also
fast alle (bis auf endlich viele) A,, treten ein

B={w|3kvn>k:weA}=][)A4n
k=1n=k

Definition 2.20. (Q,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitraum und A,, € A, n € N.

o o0
limsup A,, = ﬂ U Ay, heiit Limes superior der Mengenfolge {A,,}
oo k=1n=k
o o ]
liminf A,, = U ﬂ Ay, heifit Limes inferior der Mengenfolge {A,,}
n—oo
k=1n=k

Satz 2.21 (Borel-Cantelli-Lemma). (2,2, p) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und
{A,, }nen eine Ereignisfolge mit A,, € 2, n € N. Dann gelten

a)

o0

> P(4,) < oo = P(limsup Ay,) =0. (2.21)
n=1 n—oo

b) Ist {4, }nen stochastisch unabhéingig, so gilt

ZP(An) =00 = P <limsup An> =1 (2.22)
n=1

n—oo
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Beweis. a): Wegen der Konvergenz der Reihe gilt

P (QkAn> < ZP ) — 0

so dafl mit Lemma 2.11 e)

P(limsup A,,) <ﬂ U A ) :leIgOP (pkAn> =0

e k=1n=k

b): Wegen Lemma 2.17 ist die Folge {AEL} ebenfalls stochastisch unabhingig. Es folgt
P(limsupAn> = P<hm1anc> =1- hm P<ﬂ AC>
n—00 n—00
o0
= 1-—1 1—-P(A = 1.
lim (H (1 P n>>>

—00
n=k

Sei p,, := P(A,). Ist p, = 1 fiir ein n, so gilt die letzte Gleichheit trivialerweise. Sei
also p, < 1 fiir alle n € N. Wir schlieffen mit Inx < x — 1 fiir alle x > 0

[[@=pn) =exp <Zln(1—pn ) <eXp< Zm) — 0,

n=k n=~k
da nach Voraussetzung >, p,, = oo fiir alle k € N. O

Beispiel 2.22. Betrachte einen unendlichen Wiirfelwurf, wobei die Ergebnisse der
einzelnen Wiirfe unabhéingig voneinander sind. Sei Q@ = {w = (wi,wo,...) | w; €
{1,2,3,4,5,6}}. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, dafl unendlich oft die Sequenz
(1,2,3,4,5,6) fallt. Setze A, = {w | w, = 1,...,wp+5 = 6}, also Ereignis dafiir, daf ab
dem n-ten Wurf die Sequenz fillt. Die Folge {Agy, fnen ist stochastisch unabhéngig, da
Uberlappungen ausgeschlossen sind. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma folgt

n—0o0 n—0o0

P <lim sup An> >P <lim sup A6n> =1,
o0

da iP Agn) :Zib,—oo.
n=1



Kapitel 3

Zufallsvariable und ihre Verteilung

Der bisher behandelte Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) dient zur Beschreibung von
Zufallsexperimenten und zur Modellierung von Zufallseinfliissen.

Oft interessiert jedoch nicht das gesamte Modell, sondern nur gewisse Teilgrofen, wie
z.B. im Fall vom 5000 Stichproben mit dem Ausgang ,,gut* oder ,;schlecht“, wobei nur
die Anzahl der ,schlechten* Proben von Interesse ist. Bei dieser Fragestellung ist nicht
mehr die urspriingliche Ergebnismenge Q = {(x1,...,z5000) | i € {g, s}} von Interesse,
sondern das Ergebnis stammt aus der Menge T = {0, ..., 5000}.

Die Ergebnisse von Zufallsexperimenten sind oft Zahlen oder Vektoren. Dabei sind
arithmetische Operationen oft sehr hilfreich:

e 5000-facher Miinzwurf mit dem Ergebnis 0 oder 1,

1., 5000 € {0, 1}
Von Interesse: Anzahl der Einsen = >°%% z;;

e Verzogerungszeiten an einem Switch:
x1,...,oT, € RT.
. . . L= 1 n .
Von Interesse: mittlere Verzégerung: T = -3 " x;

Die Modellierung solcher Probleme erfolgt allgemein mit Zufallsvariablen.

Definition 3.1 (Zufallsvariable). Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung X : Q — R heifit Zufallsvariable (ZV) oder Zufallsgrifie (engl.: random

variable (r.v.)), wenn
X'B)={weQ | X(w)eB}={XecBlecd VBecB.

Diese Bedingung' heifit Mefbarkeit von X.
Schreibweise: X : (€,21) — (R,B1!) (X ist eine Abbildung und mefbar).

Bemerkung. Der Begriff ,Zufallsvariable“ hat sich eingebiirgert, obwohl es sich ei-
gentlich um ,,Funktionen“ mit Messbarkeit handelt. Betont wird die Modellierung des
Zufalls, wichtig ist die Verteilung von Zufallsvariablen.

'Existenz des Urbildes

23
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Lemma 3.2. Sei X : (,2) — (R!,B!) eine Zufallsvariable. Durch
PX(B):=P (X" Y(B)) = P({w | X(w) € B}) "“¥ P(X € B), B B,

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,2!) definiert. P~ heifit Verteilung der
Zufallsvariablen X.

Beweis. Es ist Definition 2.10 zu iiberpriifen:
i) PYR)=P (X '(R) =PO)=1

(ii) Seien B, paarweise disjunkt (p.d.), B, € B!, n € N. Dann gilt

X - _ —1 ~ _ = —1
Pe(Um) = e (Om) = D

e®l

eA

= iP(X‘1 (Bn)) = iPX (Bn) - O
n=1 n=1

Wesentlich in Definition 3.1 ist die ,Meflbarkeit“, d.h. die Zufallsvariablen induzieren
auf dem Bild-Mefiraum (R,%8!) die Verteilung P¥. Ein mathematisches Modell fiir
Zufallsexperimente ist héiufig:

@,2,P) X5 (R, B!, PX)

(R, PX) ist ebenfalls ein
Modelliert alle Zufallseinfliisse, wo- Wahrscheinlichkeitsraum (in dem
bei das Wissen um seine Existenz die bekannten Regeln gelten), der
ausreicht und genauere Kenntnisse die interessierenden, beobachteten
oft nicht erforderlich sind. GroBen modelliert. PX ist oft bis
auf Parameter bekannt.

Beispiel 3.3 (Binomialverteilung). Betrachtet werde ein n -facher Miinzwurf, in
dem Kopf der Eins und Zahl der Null entspreche. Die Wiirfe seien unabhéngig vonein-
ander, die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf sei p und die fiir Zahl (1 — p) in jedem Wurf.
Mathematisches Modell:

o Q:{w:<$1,...7$n)’%Z‘E{O,l}}
. A=)
« P )= pep - (1—p)e... (1
{1, z)) = p p - (1-p) v( p)
Anzahl Einsen  Anzahl Nullen in(z1,+,%x)

= pXi=1®i . (] — p)P T Xi=a T
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Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der Einsen,
n
X(w) =X ((z1,...,20)) = Yz,
i=1

X hat den Wertebereich T'={0,1,2,...,n}.
Die Verteilung von X ist somit

PE({k}) = P(XT'({k}) =P({w | X(w) =k}) = P(X = k)

- P({(xl,...,xn) | ém - k:})

= Z pis1®i L (1 — p)n Kiza %
(T150sTn) © 2y Ti=k

= > P —p)*

(@15e@n) : 300 =k

= <Z>pk(1 —p)"_k, k=0,1,...,n.
Eine Zufallsvariable heiit binomialverteilt mit Parametern n € N, p € [0, 1], wenn

n

P(X=k)= <k>pk(1 —p)"* k=01,...,n

Notation: X ~ Bin(n,p).
Bin(n, p) ist die Verteilung der Anzahl der ,, Treffer“ in einer Bernoulli-Serie ? der Linge
n mit Trefferwahrscheinlichkeit p.

Im Folgenden werden allgemeine Methoden zur Beschreibung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen angegeben, direkt formuliert fiir Zufallsvariablen. Mit X = id lassen sich
diese folgenden Uberlegungen aber auch direkt auf Wahrscheinlichkeitsmafe P anwen-
den.

3.1 Diskrete Verteilungen, Zufallsvariablen

Definition 3.4. Eine Zufallsvariable X (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P))
bzw. deren Verteilung PX heiit diskret, wenn eine hichstens abzihlbare Menge T' =
{t1,ta,...} mit PX(T) = P(X € T) = 1 existiert. T heifit Trager (engl.: support) von
X bzw. PX.

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Triger T = {t{,t2,...}, A € B!. Dann gilt

PX(ANT) = PX(A)+PX(T)-P*X(AUT) = P¥(A).
La. 2.11 b) ——— —
=1 =1

2Miinzwurf der Linge n mit unabhingigen Wiirfen und einer Trefferwahrscheinlichkeit von p



26 3.1 Diskrete Verteilungen, Zufallsvariablen

Also gilt

P(X €A = PX(A)=PXANT)=PX <© (AN {ti})>

i=1

= Y PY{th) = D P(X=t),

i ;€A i ;€A
d.h., PX, die Verteilung von X, ist eindeutig festgelegt durch P(X =t;), i = 1,2,....

Definition 3.5. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Triger T' = {t1,t2,...}. Die
Abbildung fx : T — [0,1] mit fx(¢;) = P(X =t;), i = 1,2,... heifit Zihldichte (engl.:
discrete density function) der Zufallsvariablen X.

X ~ Bin(n,p) (siche Beispiel 3.3) ist ein Beispiel fiir eine diskrete Zufallsvariable mit
Z#hldichte

Fe(k) = (’;)pm ot k=01,

Beispiel 3.6 (geometrische Verteilung). Betrachtet werde der unendliche, un-
abhéngige Miinzwurf wie in Beispiel 3.3. Die Zufallsvariable X beschreibe die ,, War-
tezeit” bis zum erstmaligen Auftreten einer Eins, also die Anzahl der Wiirfe, bis zum
ersten Mal Kopf féllt, ohne diesen Wurf mitzuzéhlen. Der Triger der zugehérigen Ver-
teilung ist offensichtlich T' = Ny. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit genau k
Wiirfe betrégt, also im (k + 1)-ten Wurf erstmalig eine 1 fallt, ist
P(X:k) = P({w:(.%'l,l'g,...) ’ Tl :$2:...:xk20, Th+1 :1}
1-pkp, k=0,1,2,... .

Diese Verteilung mit Zahldichte

fx(k)=@1—-=pFp, k=0,1,2,... (0 <p <1 ein Parameter)
heifit geometrische Verteilung. Bezeichnung:

X ~ Geo(p), 0<p<I1.
Es handelt sich hierbei um eine Verteilung, da fx(k) >0V k € Ny und

o0 [e o] 1
Z(l—p)kp:pkzo(l—p)k:pm:L

k=0

Beispiel 3.7 (Poissonverteilung, Gesetz seltener Ereignisse). Sei p,, € (0, 1) mit
n p, — A, A>0. Dann gilt
n—oo

n n—k n—oo _ )\k
<k>pﬁ(1—pn) P e AH Vk € Np.
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Es gilt
7}\)\]9 7}\00)\19
e HZO VkeT und e ZH:L
k=0
—eA

Fine diskrete Zufallsvariable X mit Tréager Ny und Z#hldichte

AR
fX(k) =e€ )\Ha

heifit Poisson-verteilt, wobei A > 0 ein Parameter ist. Bezeichnung:

X ~Poi(A), A>0.

k=01,2,...

Zur Interpretation stelle man sich das Intervall [0, 1] in n Stiicke der Lénge % unterteilt

vor. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Ereignisses, das insge-

sammt mit Wahrscheinlichkeit p auftritt, in jedem Teilstiick durch p, = 2 gegeben.

—n
Bei stochastischer Unabhéngigkeit ist die Gesamtzahl des Auftretens der Ereignisse
Bin(n, py, )-verteilt. Die zugehorige Zahldichte konvergiert mit n — oo gegen die Zihl-

dichte einer Poi(\)-Verteilung.

3.2 Verteilungsfunktionen

Definition 3.8. Eine Funktion F': R — [0,1] mit den Eigenschaften

(i) F ist monoton steigend (nicht notwendig streng monoton).

(ii) lim F(z)=1und lim F(z)=0
r—-+00 r——00

(iii) F ist rechtsseitig stetig (d.h. Vzo, x, | zo 1 F(zn) — F(x0))
heifit Verteilungsfunktion (VF) (engl.: (cumulative) distribution function (cdf)).

Beispiele:
Ok: Falsch:
] 1____
Ok Ok:
1 1
__________ ____— ____________7—
_ —
—t |
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Satz 3.9. Sei (Q,%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q,2() — (R!,B1) eine
Zufallsvariable. Durch

Fx(z)=P(X <2)=P{we Q| X(w) <z})=PX((~o0,2]), z€R

wird eine Verteilungsfunktion definiert, die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X
bzw. der Verteilung PX.

Beweis. Die drei Bedingungen aus Definition 3.8 sind nachzuweisen.

(i) Seien x < y € R. Dann gilt (—oo,z] C (—o0,y|, und mit Lemma 2.11 c) folgt
PX((—o0,2]) < PX((—00,y]), d.h. Fx(z) < Fx(y).

(ii) Sei {x,} eine monoton steigende Folge mit lim,,_,. z, = oco. Die Mengenfolge
(—o00, xp] ist dann aufsteigend, ihr Limes ist wohldefiniert, und es folgt mit Lemma

2.11 e), daB
lim Fx(v,) = lim PX((—o0o,z,]) = PX( lim (—o00,2,]) = P¥(R) = 1.
n—oo n—oo n—oo

Sei ferner {x,} eine monoton fallende Folge mit lim,,_,~, x,, = —00. Analog gilt

lim Fx(z,) = lim P¥((—o00,z,]) = PX( lim (—o0,,]) = P*(0) = 0.

n—oo n—oo n—oo

(iii) Sei schliefllich zp € R und {z,,} eine monoton fallende Folge mit lim,, .o 2, = xo.
Die rechtsseitige Stetigkeit folgt wieder mit Lemma 2.11 ¢), da

Jin o) =l P (o)
= PX( lim (—o0,z,]) = PX((—oo,xo]) = Fx(x0).

n—oo

0

Verteilungen auf (R, B!) werden eindeutig durch Verteilungsfunktionen beschrieben.
Dies besagt der folgende Satz.

Satz 3.10 (Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen). Zwei Zufallsvariablen
X und Y besitzen dieselbe Verteilung (auf (R!,B')) genau dann, wenn

Fx(x) = Fy(x) Vo € R.

Ferner existiert zu jeder Verteilungsfunktion I genau eine Verteilung P auf (R!,B?!)
mit F(z) = P((—o0,x]) fiir alle z € R.

Beweis.

“=” einfach
“<”  benutzt den Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz der Mafitheorie
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Beispiel 3.11 (Verteilungsfunktionen).

a) X heiit gleichverteilt (rechteckverteilt) auf [0,1] (engl.: wuniformly (rectangular)
distributed), wenn

0, falls =<0

Fx(z)=< =z, falls 0<z<1
1, falls z>1

Abbildung 3.1: Verteilungsfunktion der Rechteckverteilung auf [0, 1].

Bezeichnung: X ~ R(0,1).
Seien 0 < a < b < 1. Dann gilt

Pla< X <b) = PHw]|a<X(w)<b})
— P({w | X(@) <b}\ {w ] X(@) < a})
— P({w| X() <b}) - P({w | X() < a})
= P(X <b)—P(X <a)=Fx(b) — Fx(a)
= b—a.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl unter der R(0,1)-Verteilung ein zufilliger Wert im
Intervall [a, b] liegt, ist also gleich der Lénge des Intervalls (a, b], ndmlich b — a.

Analog ist die Rechteckverteilung auf einem Intervall [a,b] definiert. Eine Zu-
fallsvariable heiit rechteckverteilt auf dem Intervall [a,b], bezeichnet mit X ~
R(a,b), a < b e R, wenn

0, falls z<a
Fx(z)={ 3=(z—a), falls a<z<b
1, falls = >0

b) X heiit exponentialverteilt (X ~ Exp(A) mit Parameter A\ > 0), wenn

1—e ™ falls >0 _ a
Fx($) = { 0, falls z<0 - (1 —€ )H[O,oo)(‘r)
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In letzterer Darstellung wurde die Indikatorfunktion 14(x) benutzt. Diese ist wie
folgt definiert

Ta(z) = 1, falls z€ A
ATV 0, falls zg A

Aklein’

Abbildung 3.2: Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

c) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit geordnetem Triger T = {t1,t2,...} C R,
t1 <ty <tz <...,und der Zihldichte fx(t;) = pi, pi >0, > ;o p; = 1. Dann ist

Fx(z) = P(X<az)= Y PX=t)= > m

k: tp<w k: tp<x
k—1
= > pj fallsty 1 <o <ty k=12,
j=1
Hierbei wird £y := —oo gesetzt.

Wie in Abbildung 3.3 dargestellt, ergibt sich eine Treppenfunktion mit Sprung-
stellen bei ¢ der Hohe pi, k =1,2,....

__________ .
P,{

Pyl {

Abbildung 3.3: Treppenfunktion

Sei beispielsweise X geometrisch verteilt (X ~ Geo(p)), mit der Zahldichte

fx(k)=(1—-pPp, keNy (0<p<l).
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Es gilt
- jo_ 1= -p*! k1
D (=pp=p——t—=1-(1-p)"""
- 1—(1-p)
]_
Also ist
0, falls =<0
Fx(z) = { 1—-(1—p)#+ falls >0

die Verteilungsfunktion der geometrischen Verteilung, wobei |z] die grofite ganze
Zahl kleiner oder gleich x bezeichnet.

3.2.1 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Verteilungsfunktionen
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X <) und a < b € R.
e Es gilt
Pla<X<b) = P¥((a,b]) = P*((—00,b]\ (—00,a])
(

PX ((=00,b]) = P* ((—00,a]) = P(X <b)—P(X <a)
= Fx(b) — Fx(a).

e Seia € R, a, < apq1 < a, a, — a.Dannist (a,, a] absteigend mit lim,, o (an, a] =
n—oo

{a} (Mengenfolge nicht Zahlenfolge) und

P(X=a) = P¥({a}) = P*(lim (an,a]) *2° lim P¥((an,al)
= lim (Fx(a) = Fx(an)) = Fx(a) = lim Fy(ay)
kurz

= Fx(a)— Fx(a—)

linksseitiger Grenzwert von Fx (a)

Falls Fx stetig ist, gilt insbesondere P(X =a) =0 Va€R.
e Es gilt

Pla<X <bh) = P(X=a)+Pla<X<bh)
a) — Fx(a—) + Fx(b) — Fx(a)

Fx(
Fx(b) — Fy(a—).
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Im folgenden Beispiel wird die Bedeutung des Begriffs Quantil motiviert und erklért. Die
Bedienzeit X von Anforderungen an einem Server sei Exp())-verteilt, A > 0. Bestimme
nun die Zeit x,, unterhalb derer die Bedienzeit mit vorgegebender Wahrscheinlichkeit
a liegt. Bestimme also z, mit P(X < z,) = . Im Fall @ = 0,99 kann z, als die Zeit
interpretiert werden, unterhalb derer die Bedienzeit in 99% der Fille liegt.

Xa

Abbildung 3.4: Verteilungsfunktion der Exp(\)-Verteilung, Fx(z) = P(X < z) =
1 —e 2 >0, mit eingezeichnetem o und zugehérigem .

Definition 3.12. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z), ferner
0 < a <1. Dann heifit
To = min{z | Fx(z) > a}
das a-Quantil (oder a-Percentil oder (1 — «) —katz’l) von Fx. Allgemein heif}t
Fy(t) =min{z | Fx(z) > t}, te(0,1)
die Pseudoinverse von Fy.

e Diese Definition 148t sich graphisch wie folgt darstellen.

Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit liegt der Wert von F'(z,) bei Unstetigkeits-
stellen stets oberhalb von a. Es folgt also, dal Fx(z4) > « fiir alle o € (0, 1).

e Ist F invertierbar, so gilt '~ = F~!, die Inverse von Fy.

Insbesondere heifit fiir @ = % der Wert x 1 der Median von Fx.

Es gilt P(X < x%) > % und P(X < x%) < % Der Median ,halbiert” also die Ver-
teilung. In diesem Sinn ist er der ,mittlere“ Wert. Der Median einer Stichprobe ist
ein sogenannter Schitzer (siehe spéter) fiir den mittleren Wert der zugrunde liegenden
Verteilung. Weil ungewohnlich grofie oder kleine Werte keinen Einflufl auf den Median
haben, ist er robust gegen sogenannte statistische Ausreifier.
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3.3 Dichten

Im folgenden Abschnitt werden sogenannte Verteilungsdichten oder auch Dichten ein-
gefiihrt. Dichten sind nichtnegative, reellwertige Funktionen aus denen durch Integra-
tion Verteilungsfunktionen gewonnen werden kénnen. Dichten bilden also eine weitere
Moglichkeit, Verteilungen zu beschreiben.

Definition 3.13. f: R — R sei eine (uneigentlich Riemann-) integrierbare Funktion

mit [*_ f(x)dz = 1. Durch

F(z) = / " fa

wird eine Verteilungsfunktion definiert. Gilt fiir eine Zufallsvariable X, dal Fx(z) =
F(z), so heiit f (Verteilungs-) Dichte (engl.: probability density function (pdf)) von X
(bzw. PX). X (bzw. PX) heiflt dann absolut-stetig.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:
flz) = F'(x)
fiir alle Stetigkeitspunkte = von f.

Geometrisch kann der Zusammenhang zwischen Dichten und Verteilungsfunktionen wie
folgt veranschaulicht werden.

f(x)

Abbildung 3.5: Der Wert der Verteilungsfunktion Fx(x) an der Stelle x ist durch die
Flache unter der Dichte bis zum Punkt = gegeben.

Beispiel 3.14.

a) Die Rechteckverteilung auf [a,b], a < b € R (X ~ R(a,b)) besitzt eine Dichte der

Form
flo) = ﬁ ca<lx<b bL
o= 0 : sonst —a N
NN
1 NN
= fa ]I[a7b](x), rzeR [
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Denn die bekannte Verteilungsfunktion entsteht hieraus durch Integration wie

folgt.
. m(z—a) : a<z<b
F(z) = / f(t)dt = 0 cr<a
> 1 :x>b

Beachte: Die Dichte f(x) = = [(q,5)(z) fiihrt zu derselben Verteilungsfunktion

F. Dichten sind nicht eindeutig, sie sind nur ,fast sicher eindeutig®?.

b) Die Ezponentialverteilung (X ~ Exp(A), A > 0) besitzt eine Dichte der Form

A
)\e—)\x
£() = A Tg (), @ € R 4

Die zugehorige Verteilungsfunktion entsteht wie folgt.
T x
FYm):L/) j(ﬂdt:b/ Ae Mt Tg o) (2)
—00 0
T
—At

. ]I[O’OO)(.%') =(1- e_)‘x) ]I[O’OO)(.TJ).

= —e

c) Die Normalverteilung (X ~ N(u,0?), p € R, o > 0) besitzt die folgende Dichte.
o klein

1 ()2 o groR
e 22 | zel

fz) =

2o

u
Die Verteilungsfunktion hat keine geschlossene Darstellung, sie hat die Gestalt
1 v (t=p)?
F €x) = / 6_ 202 dt.
(@) Voo

Die Berechnung erfolgt daher numerisch. Ihre Werte kénnen auch aus Tabellen der
Standard-Normalverteilung mit Parametern ¢ = 0 und o = 1 wie folgt berechnet
werden. Sei hierzu Y ~ N(0,1) mit der Verteilungsfunktion Fy (y) = ®(y) und
X ~ N(u,0?). Es gilt

1 v _=w? 1 el T —
Fx(x) = e 202 dt = — ezdt =®
X( ) \/2770'/00 \/27T /oo < o >

Der folgende Zusammenhang erlaubt die Berechnung des Funktionswerts negativer
Argumente aus positiven, so dafl Tabellen auf die Angabe fiir posititve Argumente
beschriankt werden koénnen.

O(—z) =1 — d(z)

—00

3siehe spiter



Kapitel 3. Zufallsvariable und ihre Verteilung 35

3.3.1 Berechung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx, Dichte fx und a < b € R.

e Es gilt

Pla<X <b) = Fx(b) / fx(t dt—/ fx(t)

_ / Fx()dt

Die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) ergibt sich als die Fliche zwischen der
z-Achse und dem Graphen der Dichte wie in der folgenden Abbildung.

P(a<X<b)
=P(asX<b)
a b
e Esgilt P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™) =0, da Fx(x) = [*__ fx(t)dt stetig ist.
o Es gilt
Pla<X<b) = Pla<X<b) = Pla<X<bh)

=/fx

Allgemein gilt bei absolut-stetigen Zufallsvariablen, dafl

b
P = (X € {(a,b)) :/ fx(t)dt

wobei () beliebig fiir ,,abgeschlossen“ oder ,offen“ stehen.

Man schreibt allgemein fiir Mengen B € B!

P(X € B) = / Fr(t)dt

auch wenn B kein Intervall ist.
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3.4 Erzeugende Funktionen und Laplace-Transformierte

In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur eindeutigen Beschreibung von Ver-
teilungen behandelt.

Definition 3.15.

a) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Triger T = {to, t1, t2, ...} und Zéhldichte
fx(tk) = pg, k € Ng. Dann heif3t
(ex. fiir |z| <1, da

0 oo /| € o © a Y o
Gx(2) == Zpkzk, 2] < 1, :k:o pr Majorante mit
k=0 Wert 1.)

erzeugende Funktion von X bzw. PX (auch Z-Transformation, engl.: probability
generating function).

b) Sei X eine absolut-stetige Zufallsvariable mit Dichte fx, wobei fx(z) =0V x <0
(d.h. P(X < 0) = 0). Dann heit
(ex. fiir s > 0, da
e < 1(x > 0) und

Lx(s):= /0 e fx(x)dx, s >0 Jo e fa)da <

IS fla)de =1.)
Laplace- Transformierte von X bzw. PX.
Analog zu Satz 3.10 fiir Verteilungsfunktionen gilt auch hier Eindeutigkeit.
Satz 3.16.

a) X und Y seien diskrete Zufallsvariablen mit demselben Triger T. X und Y besit-
zen dieselben Verteilungen genau dann, wenn

Gx(z) =Gy(z), Y|z <1

b) X und Y seien absolut-stetige Zufallsvariablen mit fx(x) = fy(z) = 0 fiir alle
x < 0. X und Y besitzen dieselbe Verteilung genau dann, wenn

Lx(s) = Ly(s), Vs>0.

Beweis.
a) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen

b) Feller II, p. 408, Chapter XIII,1 oder Satz von Stone-Weierstrafl

Also: Transformierte bestimmen die Verteilung eindeutig.
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Satz 3.17 (Inversionsformeln).

a) Gx(z) sei die erzeugende Funktion einer diskreten Zufallsvariablen X mit Triger
T = {to,t1,t2,...}. Dann gilt

1
P(X =ty) = o Gg’;)(O) (k-te Ableitung von Gx an der Stelle 0).
b) Lx(s) sei eine Laplace-Transformierte einer absolut stetigen Zufallsvariablen X.
Dann gilt

1 c+iy

fx(z) = lim — / e**Lx(s)ds fiir geniigend grofes ¢ > 0.
y—00 270 Jo_gy

Diese Formel setzt die Definition der Laplace-Transformierten im Komplexen vor-

aus.

Beispiel 3.18. Beispiele fiir erzeugende Funktionen bzw. Laplace-Transformierte wich-
tiger Verteilungen:

a) Geometrische Verteilung (X ~ Geo(p), 0 <p <1)

Gx(z) = Y (1=-p)fpF=p) (1-p2)*
k=0 k=0
p

- <1
1—z+pz 2l <

)

b) Poissonverteilung (X ~ Poi(z), A > 0)

AL e (A2)F
G)((Z) _ Ze Aﬁzk:eAZ(k!)

o0 1
Lx(s) = /0 e_”-l[m](x)dx:/o e *dx

d) Exponentialverteilung (X ~ Exp(}))

Lx(s) = / esm)\e)‘mdm:)\/ e (N7 gy
0 0

A A

_ o —(s+\)z _
)\+5/0 A+ s)e da A+s’

s>0

=1, da Int. iiber Dichte
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Kapitel 4

Produktraume und Zufallsvektoren

Dieses Kapitel behandelt Zufallsexperimente, bei denen mehrere Ausgéinge beobach-
tet werden konnen. Dies beinhaltet auch den Fall, daf3 dasselbe Experiment mehrfach

wiederholt wird.

@2,p) 2L (w! )
X2(w)
(RY,31)
v{-
Gy
(R!, 1)

Bei gemeinsamer Betrachtung aller Ausginge wird sinnvollerweise eine Darstellung mit
einem Zufallsvektor X (w) = (X;(w),...,X,(w)) verwendet. Die Frage stellt sich ins-
besondere nach einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum auf der Bildseite der vek-

torwertigen Abbildung X.

(Q,2, P)

Welche gemeinsame Verteilung ?
Welche o—Algebra ?

4.1 Produktraume

Gegeben seien n Mefirdume (€;,2;), i = 1,...,n. Hiufig, aber nicht notwendigerweise,
gilt (Q4,2A;) = (RY,BY) fiir alle i = 1,...,n. Setze

QleX...xQn:{w:(wl,...,wn) |wZ€QZ}

39
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Um einen Wahrscheinlichkeitsraum zu erhalten, muf} iiber €2 eine o — Algebra konstru-
iert werden. Ein Ansatz wire, diese durch

5={A1X...XAn‘Ai€Qli, i=1,...,n}

zu definieren. £ ist aber i.a. keine o-Algebra iiber €, denn wihle Q; = Qy = R! und
A, = Ay = BL. Dann ist

C, = [-1,0]x[-1,00 €&
Cy = 10,1 x[0,1] € &, €2
c
aber !
CiuCy €&,

weil die Vereinigung offensichtlich nicht als kartesisches Produkt zweier Menge darstell-
bar ist. Ein naheliegender Schritt ist, die von £ erzeugte o-Algebra zu verwenden.

Definition 4.1 (Produkt-o-Algebra). (2;,2;), i = 1,...,n seien MeBraume und
E={A; x...x A, | A; €;}. Dann heifit

é 2A; =A(E)
i=1

Produkt-o-Algebra von 24, ...,2, iber Q = Q1 x ... x Q, und

(Ql X oo X Qn,®%>
i=1

Produkt-Mefsraum der Mefirdume (Q;,2;), i =1,...,n.
Beispiel 4.2. Sei (€2;,2;) = (R, B! und € = {B; x ... x B, | B; € B'}. Dann heifit
2A(E) = WB" die n-dimensionale Borelsche-o-Algebra.
Im Fall n = 2 enthélt B" beispielsweise alle
e Rechtecke,

e alle abzéhlbaren Vereinigungen von Rechtecken,

e alle Linien (darstellbar durch abzihlbare Schnitte und Vereinigungen von Recht-
ecken),

o Dreiecksflichen® ({z; >0 | Y7 (@ < t}),

e Kreisflichen ({22 + 23 < c}), usw...
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4.2 Zufallsvektoren und Folgen von Zufallsvariablen

Definition 4.3. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X=(X,....Xpn): Q—=R"

heiBt Zufallsvektor, wenn X 1(B) € 24 V B € B" (MeBbarkeit). Bezeichnung:
X (2,2) — (R",B")

X = (Xy,...,X,) ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn alle X7, ..., X, Zufallsvariablen
sind.

Lemma 4.4. Sei X ein Zufallsvektor. Durch

PXB)=P (X '(B)) =P ({w| X(w) € B}) = P(X€B), Be®",
urz
wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R"™,8") definiert, die Verteilung des Zu-
fallsvektors X. PX = PX1Xn) heift gemeinsame Verteilung von (X1,...,X5).

Im folgenden werden gemeinsame Verteilungen mit n-dimensionalen Verteilungsfunk-
tionen und Dichten beschrieben. Falls X1, ..., X,, alle diskret sind, so besitzt auch der
Zufallsvektor X = (Xi,...,X,) diese Eigenschaft. Die gemeinsame Verteilung kann
dann wie in Kapitel 3 durch eine diskrete Zahldichte beschrieben werden.

Satz 4.5. Sei X ein Zufallsvektor. Dann ist PX eindeutig bestimmt durch die (n-
dimensionale) Verteilungsfunktion

Fx(z1,...,2,) = PX((—oco,21] % .. x(—oo,xn])
= P{w| Xi(w) € (—o0,z1) A Xn(w) € (—00,2n)})
L Pl | i) o) | Kot € 2]

— P(Xi<a1,.... Xy <)

Bezeichnung: X ~ Fx.

Die Beschreibung von Verteilungen mit n-dimensionalen Dichten ist oft einfacher.

Definition 4.6. Sei Fx(z1,...,zy,) die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X. Eine
(uneigentlich Riemann-) integrierbare Funktion fy : R"™ — R heiit Dichte von X
(bzw. Fx oder P¥), wenn

Tn T1
Fx(l'l,...,l'n):/ / fx(tl,...,tn)dtl...dtn le,...,xneR.
—00o —0o0

X (bzw. Fx oder PX) heiBt dann absolut-stetig mit Dichte fx.

Bezeichnung: X ~ fx.

Sprechweisen: ,, X hat/besitzt Dichte fx“ oder , X ist verteilt nach Verteilungsfunktion
Fx«.
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Wahrscheinlichkeiten kénnen mit Hilfe von Dichten wie folgt berechnet werden. Sei X =
(X1,...,X,) absolut-stetig mit Verteilung PX, Verteilungsfunktion Fx und Dichte fx.

Dann gilt fiir alle a; < b; € R

PX((ay,by) X ... x {an,by)) = Plag < X1 <by,...,an < X, <by)

bn b1
— / fx(ty, ... ty)dty ... dt,
an a

1

wobei ,,()“ beliebig fiir ,,()“, ,[]*, ,[)* oder ,(]¢ stehen.
Allgemein gilt fiir B € B"

PX(B)= [ - [ fx(tr,... tp)dt1...dt,.
[

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung folgt, dafl

o 8Fx(1'1,...,xn)
 Oxy---0xy

fx(l'l, e ,a:n)

in allen Stetigkeitspunkten (zi,...,z,) von f.

Beispiel 4.7. Im folgenden wird die Indizierung mit X zur Vereinfachung weggelassen.

a) Die Gleichverteilung auf 7' € B" ist gegeben durch die Dichte

. L
f(l'l,...,l‘n)zzHT(‘TI,---VZ”)_{ q (1

, sonst

10
mitc::/---/dml...dxn<oo.
T

e Speziell gilt fiir die Gleichverteilung auf dem Einheitswiirfel des R
T={(z1,...,20) | 0<2; <1, 9=1,...,n} =1[0,1]"
<z <
,xn):{ 1 ,0<8x; <1,

f(a:l,...,a:n) :HT(I'l,... 0 ,SODSt

0
min{z,1} - ... min{z,, 1}

F(ml,...,zn):{

e Die Dichte der Gleichverteilung auf der Einheitskugel des R™ lautet

n
T:{(ml,...,x)\ ngl}, c=
" ; (%2+1)

ﬂ+1
f(xl,...,mn):%)
T2

Zur Erinnerung: Fiir n € N gilt I'(n) = (n — 1)!. Ferner I' (3)

)

)

&) €T

1=1...n
di: z; <0
sonst.

Ip(xy,...,2n), (21,...,2,) €ER"”

/7 und

I'(x + 1) = zI'(z). Die Verteilungsfunktion ist schwierig zu berechnen. Man

bendtigt dazu Dirichlet-Integrale.



Kapitel 4. Produktraume und Zufallsvektoren 43

b) Die n-dimensionale Normalverteilung N (p,>) mit x € R™ und positiv definiter
Matrix ¥ € R™" hat die Dichte

1 1 _
Farseeertn) =~ o (5= WS- ).
(2m)2 (det X)2
T = (ml,...,mn)T cR"
) fi,--., fr: R — RT seien n-dimensionale Dichten (auch n = 1) und ay, ..., >

0 mit Zle a; = 1. Dann ist

k
flz)= Zaifi(m), r=(x1,...,2y) €ER"
=1

eine n-dimensionale Dichte. f(z) heifit Mischung der Dichten fy,..., f,. In der
Tat liegt mit f(z) eine Dichte vor, da f(z) > 0 und

f@de= [ > aifi@de=> a; [ filz)dz =D a;=1.
[ stme= |

/—fr

Definition 4.8 (stochastische Unabhéingigkeit). Xi,..., X, seien Zufallsvariablen
(somit ist X = (Xy,...,X,) ein Zufallsvektor). Xi,..., X, heiflen stochastisch un-
abhdngig, wenn

Fx(x1,...,2n) = Fx,(z1) ... Fx, (z,) Y(x1,...,2,) € R™

Also sind X7,..., X, stochastisch unabhingig, wenn
fiir alle z1,...,x, € R. Dies bedeutet in ausfiihrlicher Schreibweise

Pw | Xi(w) <zi}n...n{w | Xp(w) <x,})
= P({w | Xiw) < 21} P({w | Xa(w) < 2a})

fir alle z1,...,x, € R. Xq,..., X, sind also stochastisch unabhéngig genau dann, wenn
die Ereignisse

{w | Xl(w) le}’ Z.:]-v'“vna

fir alle z1, ..., z, stochastisch unabhéngig im Sinn von Definition 2.16 sind. Die dort
geforderte Auswahl von beliebigen Indizes i1,...,4; fiir die Produktbeziehung wird
erreicht, indem die Werte x; = oo gesetzt werden, sofern j & {i1,... i}
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Lemma 4.9. Sei (Xi, ..., X,) ein absolut-stetiger Zufallsvektor mit Dichte fix, . x,)-
Dann hat jedes der X; eine Dichte

00 00
sz(x) = / / f(Xh__.vXn)(acl,...,xi,l,x,le,...,xn)dxl...dmi,ldel...dxn.

—0o0 —0o0

N———

n—1

Gilt nun
n
f(Xl,...,Xn)(xh e ,xn) = fol(x,) Vxi,...,2, €R,
=1

so sind X1, ..., X, sind stochastisch unabhéngig.
Sind umgekehrt Xy, ..., X, stochastisch unabhéngig mit Dichten fx,, so ist

n

fxi, o x) (@1, Tn) = Hin(%')’ T1,...,Tn €ER,
=1

eine Dichte des Zufallsvektors (X1,...,X,).

Beweis.
[o.¢] 0.]
in = / / f(le__ﬂXn)(xl,...,xi_l,x,xiﬂ,...,xn)dxl...dxi_ldxiﬂ...dxn.
— 0o — 0o
ist eine Dichte von X, da
xr
Fi(o) = PO <0) = [ fu(t)de,
—0oQ
Nun gilt

Tn 1 M
F(Xl,...,Xn)(xla--wxn):/ / Hsz(tl) dtl...dtn
- =1

= H/ fXZ(tz)dtz:HFXl(xz) Vl‘l,...,IEnGR.
i=17 "> i=1

Also sind X1,..., X, stochastisch unabhéingig (nach Definition 4.8).
Sind umgekehrt die X1, ..., X, stochastisch unabhéngig, so folgt

Fix, xn) (@1, Tn) = H Fx,(z:)

n Zq Tn rxy M
= H/ fx, (ti)dt; 2/ / Hin(ti) dty ...dty,.
=17~ —o0 =
Somit ist []""; fx,(t;) eine Dichte von (Xi,...,X,). O

Im Fall von Zahldichten vereinfacht sich Lemma 4.9 zu
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Lemma 4.10. Seien X1, ..., X, diskrete Zufallsvariablen mit Trigern
Ti,...,Th. X1,...,X, sind genau dann stochastisch unabhéngig, wenn
n
P(X|=t1,....,Xp=1,) = HP(Xi =t;) YVt eT.
i=1
Beweis. Zur Ubung. O

Definition 4.11. Eine Folge von Zufallsvariablen {X,, },cn auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P) heiit stochastisch unabhdngig, wenn jeweils die ersten n Zufallsva-

riablen X1, ..., X, stochastisch unabhéingig sind fiir alle n € N.

Besitzen stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen alle dieselbe Verteilung, so heiflen
sie stochastisch unabhingig, identisch verteilt, kurz: stid (engl: iid: ,,independent iden-

tically distributed*.).

Beispiel 4.12.

a) Seien X7, X9 stochastisch unabhéingig, identisch binomialverteilt (Xl,X2 stid ~

Bin(n, p)) . Dann gilt

P(X1=Xo) = PYX)({(i,5)|0<i,j<n,i=j})

= Y PERI(0)}) =) P(Xy =i, Xy =)
i=0 i=0

_ gp(Xl = i)P(X2 =1i) = 2": K?)pi(l ‘pYH]Q'

b) Seien X1, X5 stochastisch unabhingig, absolut-stetig mit Dichten fi, fo. Dann gilt

P(X;=Xy) = //f(ml,xg)dxldxg

T1=T2

= /OO " fl(xl)dxl fg(.%'g)d.%’g =0.

x2

=0

Beispiel 4.13. Seien X7,..., X, stid ~ F (Verteilungsfunktion).

a) Sei Y = max{Xy,..., X, }.

Dies konnte z.B. interpretiert werden als das Maximum der ,,Laufzeiten“ von pa-

rallelen, unabhéngigen Prozessen Xi,...,X,.
Fiir alle z € R gilt dann

n

P(Y <z)=P(X1<w,...,X, <z)=[[P(X; <2) = F'(x).

i=1
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Also hat Y = max{Xy,..., X, } die Verteilungsfunktion F"(x)
Sei beispielsweise X; ~ R(0,1), mit

0 ,2<0 0 ,x<0
Fx,(x)=¢ =z ,0<z<1 = F'(z)=¢ 2" ,0<z<1
1 ,x>1 1 ,r>1

b) Sei Y = min{X;,..., X, }. Dann gilt fiir alle z € R
PY>z)=P(X;>=x,...,X, >2)=P(X; >2)--- P(X,, > )
(1= P(Xy € 2)-++ (1= P(X, < 2)) = (1 - F(a))".
Also hat Y = min{ X1, ..., X,,} die Verteilungsfunktion 1 — (1 — F(x))".
Beispielsweise gilt fiir X; stid ~ Exp(A), A > 0,
PY<z)=1—e"™"  2>0.

Das Minimum von stochastisch unabhéngigen Exp()\)-verteilten Zufallsvariablen
ist also wieder exponentialverteilt, allerdings mit Parameter nA\.

Beispiel 4.14. Seien X; und Xy stochastisch unabhéngig, identisch jeweils R(0, 1)-
verteilt. Eine gemeinsame Dichte lautet dann

fx,xo) (71, 02) = Lo 1) (1) - Lo 1y (w2) = Lo 12 (21, 72), 21,72 €R.

Uns interessiert die Verteilung der Summe Z = X; + X,. Hierzu wird zunéchst die
Verteilungsfunktion von Z bestimmt. Offensichtlich gilt

Fz(z2) =

0, falls z<0
1, fallsz>2

Es bleibt also, die Verteilungsfunktion fiir Argumente 0 < z < 2 zu bestimmen. Hier
gilt

FZ(Z) = P(Xl + X9 < Z) = // H[071]2(.%'1,.%'2) dzridzs

0<z14+22<2
2 falls 0 < 2 <1
= // 1 d$1d$2 = 9 .
11— mls1<z2<2
0<z1,22<1 2 7 -7 =

0<z1+22<2

Die Giiltigkeit dieser Formel macht man sich relativ leicht geometrisch klar.
Durch Differenzieren von F; ergibt sich eine Dichte fz der Zufallsvariablen Z wie folgt

z falls 0 <z <1
fz(z) =¢2—2 falls1<2<2.
0, sonst

Wegen der Gestalt ihrer Dichte heifit die zugehorige Verteilung Dreieckverteilung auf
[0, 2], siche Abbildung 4.1.
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f(z)

1 2

Abbildung 4.1: Dichte der Dreieckverteilung auf dem Intervall [0, 2].

Beispiel 4.15. X; und X5 seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, identisch
exponentialverteilt mit Parameter A > 0. (X1, X stid ~ Exp(A)). Dann gilt

P(X1+ X2 < 2)

= // e M. ]I(O,oo) (.%'1) e A2 H(O,oo) (xg)d.%'ld.%'g

r1+x2<z

z  [pz—x2 z
= / / )\e—)\m)\e—)\arzdxlde — / )\e—Axg [1 _ e—)\(z—mg) dzo
0 JO 0

= /OZ <)\ef)‘12 — )\efAZ) drg =1— e — Aze
=Fx,+x,(2), z>0.
Durch Differenzieren nach z erhélt man die Dichte
Fxiix,(2) = Ae™™ =\ (eiAZ - )\zef)‘z> = Nze ™™, z2>0.

Es folgt also, dal die Verteilung der Summe von stochastisch unabhéngigen, identisch
Exp(A)-verteilten Zufallsvariablen absolut-stetig ist mit Dichte

flx) = A2ge N ]I[Opo)(x).

Fine allgemeine Klasse von Verteilungen, die diese Dichte als Spezialfall enthélt, sind
die I'-Verteilungen mit Dichten, a, A > 0 zwei Parameter,
ACV
far(z) = L _poleA H(o,oo)($)7 z €R,

I(a)

wobei

das I'-Integral ist (insbesondere gilt I'(n) = (n — 1)! Vn € N). Eine Zufallsvariable mit
Dichte fo x(x) heifit I'(a, A)-verteilt.
Spezialfiille sind
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(i) a=1: Exp(A)-Verteilungen

(i) « = 2 : siehe oben. Verteilung der Summe von zwei stochastisch unabhéngigen,
identisch exponentialverteilten Zufallsvariablen.

(iii) @« =n € N : Erlang- Verteilung mit Parametern n, A und

A" n—1_—\z
fn)\(x) = (n_ 1)!$ 16 A H(O,oo)(‘r)

Bezeichnung: Erl(n, \)
Verteilung der Summe von n i.i.d. Exp(\)-verteilten Zufallsvariablen (s. spéter).

Beispiel 4.16. Sei { X, },en eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen und B € B!. Dann heit

S :=min{n e N | X,, € B}
die erste Fintrittszeit in B. Die Verteilung von S ist

P(S=k) = P(X1¢B,...,Xs_1¢B,X;, €B)
= P(X,¢B)---P(X;_1 ¢ B)-P(X} € B)
(1-p)*'p, keN,

wobei p := P(X; € B). S ist also geometrisch verteilt mit dem Triger N. Anders
ausgedriickt, ist S — 1 ~ Geo(p).

Konkret betrachte man z.B. eine unabhéngige Folge von Miinzwiirfen, so dafl X,,, n €
N, stid ~ Bin(1,p). Sei B = {1}, dann ist

P(X, € {1}) = P(X, = 1) = p.

{S = k} sei das Ereignis, dal beim k-ten Wurf erstmalig die 1 (entspricht beispielsweise
,Kopf“) auftritt. Setze X = S — 1, die Wartezeit bis zum ersten Treffer. Dann ist
X ~ Geo(p).

Der folgende Satz besagt, dafl die stochastische Unabhéngigkeit erhalten bleibt, wenn
man stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen disjunkt zu Vektoren zusammengrup-
piert oder Funktionen hiervon betrachtet.

Satz 4.17. Xi,...,X,, seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen und I,J C
{1,...,n} mit I N J = 0. Dann sind (X;);e; und (X;)jes stochastisch unabhéngige
Zufallsvektoren.

Sind f, g mefibare Abbildungen (mit entsprechenden Bild-Mefirdumen), so sind f((X;)ier)
und ¢g((X;)jes) stochastisch unabhéngig.

Beweis. MaPf La. 2.1.6, 2.1.7, S. 74 O

Beispielweise gilt fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen Xq,..., Xy, daB Y =
X1 4+ X9 und Z = X3 4+ X, stochastisch unabhéngig sind.



Kapitel 5

Transformationen von
Zufallsvariablen und Verteilungen

Im folgenden werden allgemeine Hilfsmittel zur Berechnung der Verteilung von Funk-
tionen von Zufallsvariablen behandelt. Zur Motivation:

(i) Xi,Xsiid. ~ Exp(X) (Laufzeiten)
Frage: X1+ Xo ~ 7 (Summe der Laufzeiten, s.o.)

(ll) X17X2 iid. ~ E:cp()\)

Frage: (Y1,Y2) = (min{ Xy, Xo}, max{ Xy, Xo}) ~ 7

(2-dim. Verteilung)

(i) (Uy,Us, Us) gleichverteilt auf B = {(u1,ug,u3) | 0 < u3 < ug < uz < a}, wobei

a > 0 fest.

Frage: (Y1,Y2,Y3) = < Uy -Uy-Us , 2(Uy-Us+Uy-Us+ Uy - Us)

Volumen Ober flache
AUy + Us + Us) ) ~ 7

Kantenlange

(3-dim. Verteilung)

Satz 5.1 (Transformationssatz fiir Dichten). Sei X = (X,...,X,) ein absolut
stetiger Zufallsvektor auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Dichte fx. Es

gelte
fx(@i,...,mp) =0 Y(zy1,...,2,) € MC fiir eine offene Menge M C R".
Des weiteren sei
T: (R",B") — (R",B")
eine meBbare Abbildung (d.h. T=}(B) € B" V B € B") mit
(i) T = T|a ist injektiv (T Restriktion von T auf M).

49
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(ii) T ist stetig differenzierbar auf M.

(iii) Fiir die Funktionaldeterminante gilt

T,
det <6 > # 0 auf M.
(%j .
1<i,j<n

Dann ist der Zufallsvektor Y = T(X) absolut-stetig mit der Dichte

x <f‘1(y1,---,yn)> Ly W yn)

Sy, yn) = —
det [(—g?)
17 1<4,5<n

T ! ~
= |det < B ) N fx (T (?/1,yn)> H:F(M)(?/l,---»yn)-
1<i,5<n

Tl(y17---,yn):|

Yj
Beweis. z.B. Krickeberg (63) O

Im folgenden nehmen wir fiir die Funktion 7" direkt den Definitionsbereich M an und
vermeiden hiermit die Notation 7.

Beispiel 5.2. Der Zufallsvektor X = (X7, X2) sei gleichverteilt auf dem Einheits-
quadrat @ = (0,1)? mit der Dichte fx(z1,22) = Lo1)(x1) - Lo1)(w2) = Lo(x1,22),
d.h. X1, X5 sind stochastisch unabhéngig und beide X; sind rechteckverteilt auf (0, 1)
(X; ~R(0,1)). Desweiteren definiere

T(x1,x2) = (/71 cos(2mxa), /o1 sin(2wx2)) (71,72) € Q.

N~ N~

=T1(x1,22) =Ta(z1.72)

Dann gilt

det <3Ti ) C et 2\/15 cos(2mxy) —2my /771 sin(27wxo)
Tj ) 1<ij<o ﬁ sin(2rxzy) 2wy /T1 cos(2mxe)
= mcos?(2mxy) + wsin?(27mxs)

= 7 (0052(27Tx2) + sin®(27x2)) = 7.

Nach Satz 5.1 besitzt Y = T'(X) eine Dichte

1
fy(yi,y2) = ;HT(Q)(ylafW)

mit K = T(Q) (Einheitskreis ohne positive x-Achse inkl. Nullpunkt, da @ offenes
Intervall). Also ist Y = T'(X) gleichverteilt auf dem Einheitskreis (vgl. Beispiel 4.7).
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Beispiel 5.3 (Rayleigh-Verteilung). Seien X,Y zwei stochastisch unabhingige,
identisch normalverteilte Zufallsvariablen, X,Y ~ N(0,0?%). Die gemeinsame Dichte
ist somit gegeben durch das Produkt der Randdichten,

1 _=? 1 w2
e 202 - e 202 (z,y) € R

x, = s
f(X,Y) (z,9) oo oo
Die Abbilung

T: (2,9) — (r¢) : B2\ {0} — (0,00) x [0,2m)
mit

r =%+ y>? (Lénge) und

B {arctan%, y>0

= (Winkel) (mit arctan(f+oo) =
m+arctan £y <0

vl
N—

transformiert auf Polarkoordinaten. Die zugehérige Umkehrabbildung ist 7! : (7, ¢) +—
(rcos p,rsin ). Zur Anwendung des Transformationssatz wird

aT'—l e
det( L > :det<c98(p Tem@ ) :r(cos2g0—|—sin2g0):r7é0
2j ) 1<ij<o sing  rcosy

bendétigt. Somit besitzt (R, ®) = T'(X,Y) nach dem Transformationssatz eine Dichte

1 _ 7‘2 cos2 <p+r2 sin2 %)
f(R,<1>) (Ta SD) = 202 € 207 T ]I(O,OO) (T)H[O,Qﬂ') (SD)
roo_ 2 1
= 3¢ 7 Loeo)(r) - 5 -Tjo.om) (¢)-

R, ® sind somit stochastisch unabhéngig mit Dichten

r2

r _r-
fr(r) = —5e 2021 o) (7),

o
(R ~ Ray(0?) heifit Rayleigh-verteilt), und

1
fa(p) = %H[O,%) (¢),

(® ist also rechteckverteilt auf [0, 27)).

Lemma 5.4. Sei X = (X1, X2) ein Zufallsvektor, absolut-stetig mit Dichte fx(z1,x2).
Dann ist Y = X 4+ X5 absolut-stetig mit Dichte

Iy(y) = /OO fx(t,y —t)dt, y eR.
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Beweis. Mit dem Transformationssatz folgt fiir T'(x1, z2) = (21, z1+22) mit T~ (y1,92) =
(ylayQ - yl)a daf

T,
det(a ) det(i $>:1.
Ox; 1<i,j<2

Also gilt

fy W1, y2) = froo (i, v2) = fx (i, 2 — ).

Die Dichte von Y ist durch die zweite Randverteilung der gemeinsamen Dichte gegeben
und folgt durch Integration iiber die erste Komponente,

y) = /OO Ifx(yi,y —y1)d

O
Speziell folgt aus Lemma 5.4, dafl im Fall der stochastischen Unabhéngigkeit von X
und X, also fix, x,)(71,72) = fx,(21) - fx,(22), gilt

fxi+x.(y / fx, (@) fx,(y—t)dt, yeR.

Bei stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X7, X9 heifit die Verteilung von X7+ X9
Faltung (engl.: convolution) der Verteilungen von X; bzw. X.
Bezeichnung: PX11tX2 = pXi 4 pX2,

Beispiel 5.5.

a) X1, Xy seien stochastisch unabhiéingig, X; ~ I'(a, A), Xo ~ T'(5,\) mit o, 5, A > 0.
Dann gilt

X1+ X9~ F(Oz—‘rIB,A)
d.h., T'(a, A) *T(8,A) = T'(a+ B, A). Die I'-Verteilung ist also faltungsstabil.

b) X1, Xs seien stochastisch unabhéngig, (X1 ~N (,ul, 01) X9~ N (,ug, 02)), mit
Parametern w1, us € R, 01,09 > 0. Dann gilt

X1+ Xo ~ N (1 + p2, 07 + 03),

d.h.,
2 2\ _ 2 2
N (/’L1701) * N (M2702) =N (Ml + H2, 01 + 02) .
Beweis.
00 1 _(t—u%)Q 1 _ (y_z_§2>2
fX1+X2 (y) = / e e € 2 dt
_ 2moq 210y
1 7(@##1*#2)2
= =—— - ¢ 2i+ed O

\/27‘1’\/0‘% + 0'%
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c) Sei X ~ N(0,1). Dann gilt X ~T (3, 3), da fiir z > 0 gilt,

VT .2
P(X*<z) = P(—\/ESXS\/E)Z/_ﬁ\/;_ﬂe_Tdt

(Substitution u = 2, dt = ﬁ du)

2/96 Loty
= [ u.
0 V2m 2v/u
Eine Dichte von X2 ist also
1
1 -1z (%)j _1 =z
fxalw)=q VEC IO e G e20
0 sonst

Dies ist die Dichte einer I' (%, %)—Verteilung.

Mit a) folgt: Seien die Zufallsvariablen Xj,..., X, stid ~ N(0,1). Dann gilt
X2+ ... +X2~T (%, %) Tr (%, %) heift x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden
(Bezeichnung: x2), mit einer Dichte

1 n__ _z
flz) = ni) z2 e 2}1(0,00)(35)-
Mit Beispiel 5.3 folgt: Sei Y ~ x2 =T (1, %) Dann ist X = /Y ~ Ray(1).

d) (siehe Beispiel 4.14) Seien Xi,...,X, stid ~ Exp(A) = I'(1,\) mit Parameter
A > 0. Mit a) folgt

Sp=X1+...+X, ~T'(n,A)

(Erlang-Verteilung mit Parametern n, A). Zur Interpretation stelle man sich ein
X; als Bedienzeit fiir eine Anforderung an einen Server vor. Dann ist S,, die Ge-
samtbedienzeit fiir n Anforderungen.

Umgekeht kann man auch fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Intervall [0, ¢]
genau n Anforderungen bedient werden, also wieviele Anfragen mit Exp()\)-verteilten
Bedienzeiten der Server bis zur Zeit ¢t > 0 (fest) bearbeitet.

Definition 5.6. Sei {X,, },en eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen,
X; ~Exp(A\),i € N;A >0,

N(t):max{n€N0| iXigt}:HnEI\H iXigt}

=1 i=1

heifit Poisson-Prozess mit Parameter A > 0 (Bezeichnung: PP())).
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N(1)
5 T [
4+ —
3+ -—
Graphisch: 2+ —
1+ o——
ZIN NN ZIN 7N t
N
T X9 'x3 Ty I Xy !
S1 5253 Sy S5

Anforderungen kommen mit Exp(\)-
verteilten Zwischenankunftszeiten an. N (t)
zéahlt die Anzahl der Kunden, die bis zur
Zeit t angekommen sind.

Interpretation:

Die X heiflen auch Zwischenankunftszeiten oder Verweilzeiten (sojourn times, inter-
arrival times, dwell times). Die S, = Y1 | X; heiBen Ankunftszeiten (arrival times).

Lemma 5.7. Fiir alle ¢ > 0 besitzt N(¢) eine Poissonverteilung mit Parameter A¢, d.h.
N(t) ~ Poi(At),

P(N(t) = k) = e—M(%)k, k € Ny

Beweis. Fiir k=0 gilt

=1 =1 1= =1
k+1
_ P< > X gt)-P( > X <t>
i=1 i=1
~Erl(k,\) ~Erl(k+1,))
)\k t )\k+1 t
= / 2P le M iy — / zFe M dr.
(k=1 J k' Jo

k t t
— (k:)\ i (/ 2P le Mgy — %/ ﬂ:ke)‘mdac>
- . 0 0
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)\k t e 1 Y t .%'k Y
!
t
_ A ah v - )‘_ktkefAt Y (A 0
(k=1! k ~~ k! k!
~~ v
u 0

Es gilt sogar fiir N, = N(t) — N(s), 0 < s <t, den Zuwachs im Intervall (s,]:
® Ny ~ Poi(A(t — 5))
® N,.t,]» © € Nsind stochastisch unabhéingig und Poisson-verteilt mit Parameter

A(t; — s;), falls die Intervalle (s;,t;] paarweise disjunkt sind. Die Zuwichse eines
Poisson-Prozesses sind stochastisch unabhéngige, Poisson-verteilte Zufallsvariablen.

Im folgenden wird die Faltung von diskreten Zufallsvariablen behandelt.

Lemma 5.8. Seien X7, X5 stochastisch unabhéngige, diskrete Zufallsvariablen mit
Trager Ny und den Zéahldichten fx,, fx,. Dann besitzt die Zufallsvariable X; 4+ Xo
die Zahldichte

fxiex,(k Z fx, (@) - fx,(k—1), keNy

Beweis.

k
P(X1+X2:k) = P(U({Xlzi}m{XZZk_i})>
=0

k
- ZP(Xlzz‘,XQ:k—z’)

~~

=0
k

= Y P(Xy=i) P(Xp=k—i) O
=0 @) Fxq (k=)

Beispiel 5.9. Seien X1,..., X, stid ~ Geo(p), mit 0 < p < 1. Dann gilt

(ZX _k> (”+k11>(1—p)kp”, keNy

Diese Verteilung heiit negative Binomialverteilung (Bezeichnung: Bin(n,p)). Es gilt
also

Geo(p) * ... x Geo(p) = Bin(n, p)

vV
n mal

Interpretation mit Beispiel 3.6: X1 + ... + X, entspricht der Wartezeit bis zum n-ten
Treffer (ohne die Treffer mitzuzihlen).
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Beweis. (mit Vollstdndiger Induktion)
n =1

P(ZX —j) Xps1 =k —j)

(n:;i; 1) p)p"(1 = p)*p
]:0
= ("2 Jaate
- K n+j5—1
= (1 p)%”“i;( o > O
(%)

Lemma 5.10. Es gilt

a) Bin(ny * Bin(nsg = Bin(ni + n9 mit ni,ne € N, 0 < p < 1. Insbesondere
) Bin(n1,p) D D : ,0<p
gilt

Bin(1,p) % ... * Bin(1,p) = Bin(n, p).

TV
n mal

b) Bin(n,p) * Bin(ng, p) = Bin(ny + ng,p) mit n;,ne €N, 0 < p < 1.
c) Poi(A1) * Poi(A2) = Poi(A1 + A2).

Diese drei Verteilungsklassen sind faltungsstabil.
Lemma 5.11. Seien X, X3 stochastisch unabhéngig, absolut-stetig mit Dichten fx,, fx,,
wobel fx,(z) =0, i =1,2, falls x < 0. Dann gilt
a) Y = X; - Xy ist absolut-stetig mit Dichte
1
fy () =/ T /x < >fX2( )dt - T(0,00)(¥)-
0

b) Z = % ist absolut-stetig mit Dichte
2

f2ly) = /0 Tt ) o () dt T (9).
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Beweis. Nutzt den Transformationssatz fiir Dichten mit T'(z,y) = (z, z-y) bzw. T'(z,y) =
<x, %) . O

Beispiel 5.12. X1, Xp s.u. ~ R(0,1), d.h. fx,(z) =L (2). Z = % besitzt die Dichte

fz(y) = /0 t Lo,y (yt) Lo,y ()t ,y >0,

asl<y-t<lundO0<t<l = 0<t<min{%,1},somit ist

min{%,l} .2 min{%,l}
fz(y) = / tdt= -
0 0
e ,0<y<1
Tl w1
Ix, fz(y) = fx (y)
1—- 2

1
2

O~

0 1 0

1
Beispiel 5.13. X, Xy sau., X7 ~ I'(a,A\), Xo ~ T'(B,N), a,5,A >0

a)Y = X1 hesitzt eine Dichte
Xo

La+p) a0l I ()
C()0(3) (14 a)as oo

fr(z) =

b) Z = 214 besitzt die Dichte

_ T(e+5)
T'(a)0(8)

Z heifit Beta-verteilt mit Parametern «,3 > 0. Bezeichung: Z ~ Beta(a, f3).
Beachte: a« = 8 = 1, dann ist

2 (1—a)f! Lo,1) ()

f2(e) = % 2 (1 ) Lo ()

= H(O,l)(m)'

Dieses ist Dichte einer R(0, 1)-Verteilung, also Beta(1,1) = R(0, 1).
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Kapitel 6

Erwartungswerte und Momente von
Zufallsvariablen

Zur Motivation der in diesem Kapitel eingefiihrten Begriffe zunéchst zwei Beispiele:

a) Betrachte ein einfaches Wiirfelspiel mit einem fairen Wiirfel. Ein mathemati-
sches Modell dafiir ist eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(©,2(, P) mit der Verteilung P(X = i) = 1/6, i = 1,...,6. Betrachte nun die
folgenden Problemstellungen:

e Angenommen, es werde bei jedem Wiirfelwurf die Anzahl der geworfenen
Augen in EURO ausgezahlt. Dann ist die ,,mittlere“ oder zu ,erwartende“
Auszahlung ganz intuitiv gegeben durch

1 1
E(X)=¢ 14..5:6=35.

Die ,,mittlere“ Auszahlung betrigt also 3,5 EURO
e Angenommen, es werde bei jedem Wiirfelwurf das Quadrat der geworfenen

Augen in EURO, g(X) = X2, ausgezahlt. Dann ist die ,zu erwartende“
Auszahlung

1 1 _
E(g(X)):—-12+...+662:6-91:15,16.

b) Unter dem Namen ,, Petersburger Paradozon* ist folgende Uberlegung von Niko-
laus Bernoulli (1695-1726) bekannt. Die Frage ist, ob es fiir ein vereinfachtes Rou-
lettespiel, bei dem die Farben ,,Rot* und ,,Schwarz* jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 auftreten, eine Gewinnstrategie gibt. Dabei wird solange gespielt, bis
das erste Mal gewonnen wird. Solange man verliert, verdoppelt man den Einsatz
in jedem Spiel. Im ersten Spiel wird hierbei 1 EUR gesetzt.

Der Einsatz im n-ten Spiel betriigt also 2"~! EUR, n = 1,2,3,.... Fillt beim
n-ten Spiel erstmalig rot, so belduft sich der Gesamteinsatz bis dahin auf 1 4+ 2 +
44 ... 4271 =27 —1 EUR. Im Gewinnfall werden 2" EURO ausgezahlt, womit
als Gewinn genau 1 EUR iibrigbleibt.

99
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Mathematisches Modell:

{X, }nen, sei eine Folge von stid. Zufallsvariablen, X, ~ Bin(1,1/2),

{X,, = 1} bedeutet, dafl im n-ten Spiel “rot” auftritt.

S =min{n € N | X,, = 1}: Zeitpunkt des ersten Auftretens von “rot”.

Es gilt S — 1 ~ Geo (%) mit P(S =k) = (1—p)*!p, k€N, p=1/2.

Die Auszahlung betriagt A = 1, falls S < co. Fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeit
gilt PLA=1)=P(S<o0) =3 12 P(S=k)=1.

Die erwartete Auszahlung betrigt hiermit

E(A)=1-P(A=1)=1.

Es liegt also eine sichere Gewinnstrategie vor, die jedoch unendlich viel Kapital
und unendlich viel Zeit erfordert.

Interessant ist eher die erwartete Auszahlung bei begrenztem Kapital. Angenom-
men das maximale Kapital betrigt 2¢ — 1 EUR. Das bedeutet, da8 hochstens L
Spiele spielbar sind. Also ist die Auszahlung A = 1 genau dann, wenn S < L und
A = —(2F — 1) genau dann, wenn S > L + 1. Fiir die Verteilung der Auszahlung
gilt

und
P(A=-(2"-1))=P(S>L+1)=1-P(A=1)= .

Fiir die erwartete Auszahlung ergibt sich also

E(A):1-<1—2%>—(2L—1)-2%:0.

Unter der realistischen Annahme, dafl das verfiigbare Kapital beschrankt ist, ist
der mittlere Gewinn bei diesem Spiel null. Man bedenke allerdings, welch riesigem
moglichen Verlust der geringe Gewinn von 1 EUR gegeniibersteht.

In beiden Beispielen ist E(X) = >, i- P(X = 1) bzw. E(g(X)) = >, 9(i))P(X = i),

wobei die ¢ die Tragerpunkte sind. Beachte bei der Erweiterung der Definition des
Erwartungswerts fiir den Fall unendlich vieler Trigerpunkte oder bei absolut-stetigen
Zufallsvariablen, daf§ die zugehorige Reihe bzw. das Integral existieren miissen. Dies
wird in den Voraussetzungen der folgenden Definition gefordert.

Definition 6.1 (Erwartungswert von Zufallsvariablen). Sei g eine reellwertige
Funktion.

a) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Triger T' = {z1,z2, ...} C R und Zéhldichte

[ Falls > |g(x;)| f(z;) < 00, so heifit
E(9(X)) =Y g(@i) f(z:) = > g(x:)P(X = z;)
i=1 i=1

der Erwartungswert von g(X).
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b) Sei X absolut-stetig mit Dichte f. Falls [

[e.9]

lg(z)|f(x) dz < oo, so heifit

der Erwartungswert von g(X)

Insbesondere folgt fiir die Identitéit g(x) = x:

[e.e]
E(X) = Z z;P(X = z;) bei diskreten Zufallsvariablen und
i=1

(e 9]
E(X) = / xf(z)dx bei absolut-stetigen Zufallsvariablen

—00

Fiir beliebige, nicht notwendig diskrete oder absolut-stetige Zufallsvariablen kann der
Erwartungswert mit Hilfe der Verteilungsfunktion wie folgt berechnet werden.

Lemma 6.2. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Falls ffoo F(z)dr <
oo und [ (1 — F(z)) da < oo, so gilt

0 0
E(X):—/_ F(w)dx—l—/o (1 - F(x))dx

Beweis. Fiir den Fall differenzierbarer Verteilungsfunktionen F (F'(z) = f(z) ist dann
eine Dichte). Es gilt sowohl

OOO—/O xf(x)dx:—/o xf(z)dx

—00 —00

0
/ F(z)-1de = F(x) - x

als auch

/000(1 CF@)-1de = (1-F@)-a

= Oof(au)-a:d:c.
0

Insgesamt folgt

E(X):/O xf(:n)dx+/ooxf(:n)dx:—/0 F(x)dz+/ooo(1—F(:c))d$. O

S 0 —o0
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Beispiel 6.3. Erwartungswerte von speziellen Zufallsvariablen.

a) X ~ Geo(p), 0 <p<1,

E(X) = Y k(l—p)fp=>Y k(1—p)p=>) (k+1)(1-p)*p
k=0 k=1 k=0
= 1-p)Y _k1-pfp+1-p > _(1-p* p,
k=0 k=0
E(X) 3

= E(X)=1E 0<p<l.

b) X ~ Exp(\), A >0,

—0o0
[ee} oo 1
= —ze ™ +/ Ny = ——e | =2,
0 0 0 A
= E(X)=1%, A>0.
) X ~N(u,02), p€R, >0
_e=w? 1 o0 _ a2
EX) = 202 dr = —— (x+ p)e 20%dx
27r0 2m0 J_0o
[ee] 12 1 [e.e] 12
= re 202dx 4 / e 202dx = p,
\V2no /oo a 2m0 J_co a
N———
=0, da der Integrand antisymmetrisch =1
= EX)=u
Der Parameter p der N(u,o?)-Verteilung ist also gerade der zugehorige Erwar-
tungswert.

Lemma 6.4. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Triger Ny. Dann gilt

BE(X) :ip(x > k) :ip(x > k)



Kapitel 6. Erwartungswerte und Momente von ZV's 63

P(X>1)

.\ oan
P(X>0)

Erwartungswerte von Funktionen von Zufallsvektoren werden wie folgt berechnet.
Satz 6.5. Sei (X1,...,X,) ein Zufallsvektor und g : R™ — R! eine meBbare Funktion

a) Sei (X1, ..., X,) diskret mit Tréger T' = {t1,t2,...} C R™ und Zahldichte fix, . x,)-
Falls >, |g (t:)| f (t;) < o0, so gilt

E(g (Xl, ce 7Xn)) = Zg(tl)f(tl)
=1
= > gt)P((X1,.... Xp) =t;)
=1

b) Sei (X7,...,X,) absolut-stetig mit Dichte f.
Falls [...[|g(z1...,20)| f (z1,...,2n) d21 ... dxy, < 00, S0 gilt

E(g(Xy,...,X / / (1, ) f(21,. .., 2p) dxy ... day,.

Beispiele fiir Transformationen g, die im folgenden speziell behandelt werden, sind:

(X,Y) — X +Y
(Xl,Xg) — aX1+bXe, a,b €eR
(X,Y) — XY

Satz 6.6 (Eigenschaften des Erwartungswertes). X,Y seien Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P), deren Erwartungswert existiert. Dann gilt:

a) E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y) Ya,b € R (Linearitdit).

b) X <Y = E(X) < E(Y) (Monotonie)

¢) Fiir X =14, Ae®, gilt B(X) = E (L) = P(A) = [I4dP
d) P(|X|>¢) < (|X|) Ve > 0 (Markoff-Ungleichung)

e) X,Y stochastisch unabhéngig = E(X -Y) = E(X)-E(Y)
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Beweis.

a) Wir fithren den Beweis nur fiir absolut-stetige Zufallsvariable.
E(aX +0bY) = //(a:r +by) f(x,v)dzdy

— o [[ ot wdsdy+b [ [y (edny
— a [afs(@pds+b [ ufray
= aE(X)+bE(Y)

b) Die Aussage folgt aus den Monotonieeigenschaften der Summation und Integrati-
on.

c) Die Aussage folgt sofort aus der Definition der Indikatorfunktion,

Ly (w) [, fallswe A
w) = .
A 0, fallsw¢ A

I4 ist also eine diskrete Zufallsvariable mit den Werten 0 und 1, ihr Erwartungs-
wert betrdgt £ (I4) =1-P(A)+0-P (AE) = P(A).

d) Fiir alle ¢ > 0 gilt

I ¢, falls | X|>c¢
c- o = .
UXI>e = 0, falls X < e

Also ist E (¢ Ifx|s¢y) = ¢- P(IX] > ¢) < E(|X]), woraus P(|X| > ¢) < E(|X|)/c
folgt.

e) Fiir diskrete, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen X,Y gilt

EX-Y) = inyjf(X,Y)(xi’yj)

i,
5.4 Z ziy; fx (@) fy (y5)
,J

- (Zwifx (am) S widv () | = B0 B(Y).
; ]
Fiir absolut-stetige Zuvallsvariablen X, Y gilt analog, daf
E(X.Y) = //x-y-f(x,y)(w,y) dy dx
= oy 1x@iv ) dy do
= [ers@ds [utriv) ay = B W)
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Definition 6.7. XY seien Zufallsvariablen. X und Y heiflen unkorreliert (uncorrelated),
wenn E(X -Y)=E(X)-E(Y).

Mit Satz 6.6 e) folgt aus der stochastischen Unabhingigkeit der Zufallsvariablen X und
Y deren Unkorreliertheit. Die Umkehrung hiervon ist im allgemeinen falsch.

Definition 6.8. X, Y seien Zufallsvariablen. Alle im folgenden auftretenden Erwartungswerte
sollen existieren.

a) E (X*), k € Ny, heiBt k-tes Moment (engl.: k™" moment) von X.

Speziell ergibt sich im Fall £ = 1 der Erwartungswert von X.

b) E ((X — EX)") heiBt k-tes zentrales Moment (central moment) von X.

Speziell fiir k = 2: Var(X) = E ((X — EX)?) heiit Varianz (engl.: variance) von
X. Bezeichnung auch V(X).

v/ Var(X) heifit Standardabweichung (engl.: standard deviation) von X.

c) Cov(X,Y) = FE(X — EX)(Y — EY)) heifit Kovarianz (engl.: covariance) von X

— COV(va) o y . y
und Y. Corr(X,Y) = Va0 V) heifit Korrelation (engl.: correlation) von
X undY.
Lemma 6.9. XY, X,..., X, seien Zufallsvariablen, alle auftretende Momente sollen

existieren. Es gelten die folgenden Aussagen.

a) Cov(X,Y)=E(X-Y)— E(X)E(Y), insbesondere gilt
Cov(X, X) = Var(X) = E (X?) — (E(X))".

b) Var(aX +b) = a® Var(X) Va,bcR.

c) Var (i Xi) = iVar(Xi) +2. Z Cov(X;, Xj).
i=1 i=1

i<j

n n
Insbesondere gilt Var (Z Xi> = Z Var(X;), falls X1, ..., X, paarweise unkorreliert
i=1 i=1

sind.

d) | Cov(X,Y)| < y/Var(X) - Var(Y)  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Insbesondere folgt hieraus | Corr(X,Y)| < 1.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation wird bei dem Erwartungswert E(X) gelegent-
lich auf die Klammersetzung verzichtet.
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b)

Cov(X, X)

Cov(X,Y)

E((X — EX)(X - EX)) = E((X — EX)?)

Var(X)

E((X - EX)(Y — EY))

E(XY — (EX)Y — X(EY) + (EX)(EY))

(XY) - E((EX)Y) — E(X(EY)) + E((EX)(EY))
E(XY) — (EX)(EY) — (EX)(EY) + (EX)(EY)
B(XY) - (EX)(EY)

&

Hieraus folgt, daff Var(X) = E (X?) — (B(X))2

Var(aX + b)

E ((aX +b - E(aX +1))°)

b
E ((a(X - EX))®) = E (a*(X - EX)?)
2 Var(X)

((
E((aX +b—aEX - E() )
(

S|

() ()

(;XZXJ) (gm)z

n n

Y EBE(XiX;) - ) E(Xi) E(X;)

ij=1 ij=1
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d) Der Beweis wird nur fiir den Fall der Existenz von Dichten gefiihrt. Er benutzt in
der zweiten Zeile die aus der Analysis bekannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

B(XY)| = \ [ s e dy'

[ 1zl do ay - / [ lallyl# o) da dy
<// 22 f(z,y) da:dy) (//yzf(w,y) dwdyf

Jo{frevs)e] [ sene)e]

- ([ f ([enwm)
- (sx ><<Y2>>

Es folgt also |[E(XY)| < y/E(X?)E(Y?2). Die Behauptung erhilt man durch
Ersetzen von X durch X — EX und Y durch Y — EY wie folgt.

IN

IN

N

|E((X — EX)(Y — EY))| < \/E((X —EX)))E((Y — EY)?),

also | Cov(X,Y)| < /Var(X) - /Var(Y)

Die in Definition 6.8 eingefiihrten Grélen kénnen wie folgt interpretiert werden.

o F(X) ist der erwartete oder mittlere Wert einer Zufallsvariablen.

e Var(X) ist ein Streuungsma$, es gibt die mittlere quadratische Abweichung vom
Erwartungswert an.

e Cov(X,Y) kann als Korrekturterm bei der Varianzberechnung von Summen in-
terpretiert werden. Es gilt ndmlich Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y).

e Corr(X,Y) ist eine Mafizahl fiir den linearen Zusammenhang von Zufallsvaria-
blen. Dies erkennt man aus der folgenden Aquivalenz.

Ja,beR : P(X =aY +b) =1« |Corr(X,Y)| =

Man beachte hierbei, daf§ wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung allgemein
| Corr(X,Y)| <1 gilt, bei linearem Zusammenhang wird die Schranke also ange-
nommen.
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Satz 6.10. Gx,(2),Gx,(2) seien erzeugende Funktionen von diskreten, stochastisch
unabhéingigen Zufallsvariablen X7, Xs, bzw. Lx, (s), Lx, (s) die Laplace-Transformierten
von absolut-stetigen stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X7, X5 > 0. Dann gilt

Gx,+x,(2) = Gx,(2) Gx,(2), firalle|z] <1 bzw.
LX1+X2(3) = LXl(S) . LXQ(S), fiir alle s 2 0.

Beweis. Nach Definition gilt:
o
Gx(z) = > ¥ =E ()
k=0

Lx(s) = /000 e f(r)de =F (e_SX)
Also fiir die erzeugende Funktion oder Transformierte von X; + Xy wegen Satz 6.6 ¢)
Gx,+x,(2) = E (2X1+X2) =E (z%1.2)=F (ZXI) -FE (ZXQ)
= Gx,(2) - Gx,(2), [2[<1
Lx,+x,(s) = FE (6_8(X1+X2)> = E(e_SX1 -e_SX2)
= FE (efﬁXl) -E (efSXQ) = Lx,(s) - Lx,(s), s>0

Beispiel 6.11.

a) X ~ Bin(n,p), dann ist Gx(z) = (1 —p+p2)", |2| < 1.
Seien X; ~ Bin(n1,p), Xs ~ Bin(ng, p) stochastisch unabhingig, dann ist

Gxi1x,(2) = (1 —=p+p2)™ - (1 —p+p2)" = (1 —p+pz)"tn,

Dies ist die erzeugende Funktion einer Binomialverteilung mit Parametern ni 4 no
und p. Also gilt X7 + X9 ~ Bin(nj + no,p).

b) X ~ Exp(A), dann ist Lx(s) = S_%\, s> 0.
Seien X7 ~ Exp()), Xo ~ Exp(u) stochastisch unabhéngig, A # u, dann ist

A A A
[ p N [

L — . prng .
X14+X5(8) s+X s+p p—As+X A—ps+pu

Wie man leicht nachrechnet, hat die Dichte

S e W
f(z) = <ﬁ)\€ M mue K >H(0,oo)($)

gerade die obige Laplace-Transformierte. Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Laplace-
Transformierte hat X1 + Xs also die oben angegebene Dichte f.
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Satz 6.12 (Transformierte und Momente).

a) G(z) = Y20, P(X = k)z* |2] < 1, sei erzeugende Funktion einer diskreten
Zufallsvariablen X mit Trager Ng. Dann gilt
E(X)=G'(1)
BX-(X—-1)--(X—k+1) =c®()
k-tes faktori&les Moment

Also: E (X?) = G'(1) +G"(1)
Beachte: G (1) = lim,1; GO (2), falls G(2) nicht existiert fiir 2 > 1.

b) Sei L(s) = [y e™5* f(x)dx, s > 0 die Laplace-Transformierte einer absolut-stetigen
Zufallsvariable X > 0 mit Dichte f. Dann gilt

E(X) = —L'(0)
E (Xk) = (—1)*L®)(0).

Beweis. Der Beweis wird nur fiir den Teil a) gefiihrt. Bezeichne hierzu py, = P(X = k).
Es gilt

o
G'(z) = Z kz""1pp, |z| <1. (durch gliedweises Differenzieren im Inneren)
k=0

[e.e]
E(X) existiert = Zpk k 2% konvergent fiir z = 1.
k=0

Mit dem Abelschen Grenzwertsatz folgt, dal G'(z) linksseitig stetig in 1 ist. Also gilt

G'(1) = lim G'(z) = kpy = E(X).

z—1+

Analog gilt fiir hohere Ableitungen
G"(2) =) prk(k—1)27
k=0
= G'(1)=) pk(k—-1)=E(X(X-1))
k=0

Speziell: E(X(X — 1)) = E(X2) — BE(X) = E(X2) =G"(1)+G'(1) 0
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Beispiel 6.13 (Berechnung von Momenten).

a) X ~ Bin(n,p), 0 < p < 1. Die Berechung des Erwartungswertes kann alternativ
mit den folgenden drei Methoden durchgefiihrt werden.

(i) direkt: E(X) =Y _ok(Q))pF(1 —p)"F =... =np.
(i) X ~ 3", X; mit X; stid ~ Bin(1, p), E(X;) = p,

= EX)=E <ZX> =Y E(X;)=)> p=np.
=1 =1 =1

(iii) Uber die erzeugende Funktion
G(z) = (pz+1-p)" = G'(2) =nlpz+1-p)" " p
G'(1) =np = E(X)
Die Varianz wird mit der Methode (ii) bestimmt. Zunéchst berechnen wir
E(X})=1-p+0°-(1-p)=p
und hieraus
Var(X;) = E(X7) — (BEX;)? = p—p* = p(1 - p).

Insgesamt folgt

n

Var(X) = Var (Z X,) = ZVar (X;) = Zp(l —p) =np(l —p).
i=1 i=1

i=1

b) X ~ Exp(A), A > 0. Dann gilt

A () k A
Lx(s)=—"—, L = (—1)"k!
X(S) S+)\’ X (S) ( ) (S+>\)k+1
LE(0) = (—=1)FkIAF
Also ist
1 2
k —k 2
E(XF) =kAH keNo, B(X) =5, E(X) =5
2 1 1
Var(X) = B (X?) = (BX)* = 55 - 5 = 33

¢) X ~ N(0,1), also normalverteilt mit Parametern p = 0, 0 = 1. Dann ist E(X) =

0 und
B (XQ) 1 /OO 2 —x2/2d 2 /OO 2 —x2/2d
— T e Xr = T e T
V21 J - V21 Jo
L e lye e
- Vo o U Jr ), Vve W
FLt = ~"
d;: i Integral iiber die Dichte

2y einer I’ (%, 1)—Verteilung
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Es folgt: Var(X) = F (X?) - (EX)’=1-0=1.
Y = 0X + p besitzt die Dichte

1 _ww? .
fr(y) = ——e 27 (Transformationssatz)
2mo
dh. Y ~N (,u, 02).

Also gilt
E(Y)=E(X +p)=0cE(X)+p=p und
Var(Y) = Var(c X + p) = 0% Var(X) = o°
Das bedeutet, dafi der erste Parameter einer Normalverteilung den Erwartungswert
und der zweite die Varianz angibt.
Beispiel 6.14 (Average Case Analyse von Quicksort).

QS: Gegeben sind Elemente 1,...,n,
Waihle zufillig ein Trennelement d.
Vergleiche alle anderen Elemente mit d und bilde linkes Teilfeld L von kleineren
Elementen und rechtes Teilfeld R von grofieren Elementen.
—  (L,d,R)
Wende QS rekursiv auf L und R an.

Komplexitdtsmafl: Anzahl der Vergleiche bei QS.

Seien si1,...,8,, 81 < ... < S, das Ergebnis von QS.

Zufallsvariablen X;; = L, s; und s; werden bei QS verglichen
0, sonst
Gesamtaufwand: T = ZXij

1<j

s; und s; werden verglichen, wenn s; oder s; von den Elementen s;, s;41,...,5j_1,5;
als Trennelement ausgewahlt wurde. Also gilt bei rein zuféalliger Wahl
2
PX,;=1)= ———.

Insgesamt ergibt sich fiir den Aufwand

2 2 2
EM)=E|Y X;|= ——= . 2
i<j it B e e Al e e S
n n 1
<2 - =2nH(n)=2nIn(n)+ O(n),
2.2 ; () (n) +O(n)
_]_
——
H(n)

mit H(n) =In(n) + v+ 55 + O ().
v = lim (H(n)—Inn) =0.5772..

bezeichnet hierbei die Fulersche Konstante.
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Kapitel 7

Bedingte Verteilungen und
Erwartungswerte

7.1 Diskreter Fall
X, Y seien diskrete Zufallsvariablen mit Trigern T'x,Ty und gemeinsamer Zéihldichte
fay(zy) =PX =2Y =y), (v,y)€Tx xTy.

Die bedingte Zdhldichte von X unter Y = y wird durch

P(X=zY=y) _ fix,v)(@Y)
EEETE NOR falls fy(y) >0

fx(x), (oder eine bel. andere Z&hl- falls fy(y) =0
dichte mit Triager Tx)

Ixy(zly) =

definiert (analog zu Definition 2.14).

Beachte: fx|y(z|y) ist fiir alle festen y € Ty eine Zéhldichte.

Die zugehorige Verteilung heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y. Insbesondere
folgt fiir alle y € Ty und alle Ereignisse A, dafl

P(X € AlY =y) = PY=0(4) = 3 fxpy(aly).
€A

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 2.15 a) ) liefert

fx@) =P(X =x)= > fxp@fry), zeTx. (x

yely

Beispiel 7.1. X und N seien Zufallsvariable mit fxn(k[n) = (Z)pk(l —p)" 7k k=
0,...,n, also PXIN=" = Bin(n,p) und N ~ Poi()\), A > 0.

Zur Interpretation stelle man sich bespielsweise ein zweistufiges Experiment vor, in dem
zunichst die Anzahl der Miinzwiirfe geméfl einer Poissonverteilung ermittelt wird und
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anschliefflend entsprechend oft eine Miinze geworfen wird, wobei die Anzahl des Auf-
tretens von ,,Kopf*“ gezéhlt wird. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dal genau k-mal ,, Kopf*
auftritt, gilt

P(X=Fk) = i P(X = k|N = n)P(N = n)
n=0

[e.e]

_ n! k nete_ A A"
- Z;(n—k)!k!p (L=p)" e 20

AP (AL = p)n Tk

k! ~ (n—k)!

N~

eA(lfp)
kK
o ANDPE A(1-p)
k!

e—)\p ()\p)k
kK

also gilt X ~ Poi(Ap).

Dieses Ergebnis hat eine weitere interessante Interpretation. Wir wissen, dafl beim Pois-
sonprozefl die Anzahl der in einem festen Intervall auftretenden Ereignisse poissonver-
teilt ist. Wird nun in weiteren unabhéngigen Miinzwiirfen mit Trefferwahrscheinlichkeit
p entschieden, ob jedes Ereignis mitgezahlt werden soll oder nicht, so liegt genau die
oben beschriebene Situation vor. Es folgt, dal die Anzahl der verbleibenden Ereignisse
wieder poissonverteilt ist mit einem um den Faktor p reduzierten Parameter. Hieraus
148t sich herleiten, daf dieses sogenannte Ausdiinnen (engl. thinning) von Poissonpro-
zessen wieder zu einem Poissonprozef fiihrt.

Der Erwartungswert bzgl. der bedingten Verteilung wird wie folgt berechnet.

E(gX)Y =y)= > g@)fxy(ly), yeTy,

z€Tx

heifit bedingter Erwartungswert von g(X) unter Y = y (sofern existent).
Der Erwartungswerts 143t sich mit Hilfe der bedingten Erwartungswerte wie folgt be-
rechnen.

E(g(X)) = Y g@)fx@=> g > fxy@y)fry)

Z‘ETX Z‘ETX yETy

= > | Y 9@ty @ly) | )

yeTy zeTx

= Y E(gXY =y)fr(y)

yely
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7.2 Absolut-stetiger Fall

X,Y seien absolut-stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(x yy(x,y). Defi-
niere die bedingte Dichte von X unter Y = y durch

f x?
7“}’&;) 25 falls fy(y) > 0

fx(x), (oder eine beliebige andere Dichte) falls fy(y) =0

Ixy(zly) =

Beachte: fx|y(z|y) ist eine Dichte in der Variablen x fiir alle festen y € R. Die zu-
gehorige Verteilung heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y. Insbesondere gilt fiir
alle y € R und alle Ereignisse A, daf§

PY € AIY =) = P 4) = [ v (el
Speziell heif3t
Piv(aly) = POXC<alY =) = [ LGl
bedingte Verteilungsfunktion von X unter Y = y. Ahnlich wie im diskreten Fall gilt
@)= [ vl fy )y
Ebenso definiert
B =9) = [ @)ty (@ly)ds, yeR

den bedingten Erwartungswert von g(X) unter Y = y.
Analog zum diskreten Fall 148t sich der Erwartungswert von X durch Integration iiber
die bedingten Erwartungswerte wie folgt berechnen.

E(g(X))

/ o) fx (2)dx = / 9(x) / Pty (@l) fy (v)dydz

= [ ([ st teloraz ) setwra

- /E(g(X)|Y =y) fy(y)dy.

7.3 Gemischte Fille

Gemischte Fille, bei denen eine Zufallsvariable absolut-stetig und eine andere diskret
ist, konnen analog mit Hilfe von elementaren bedingten Wahrscheinlichkeiten, dem Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit und Integration iiber bedingte Dichten behandelt
werden. Die folgenden Beispiele zeigen einige typische Vorgehensweisen.
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Beispiel 7.2 (Wartezeit in einem Wartesystem). Sei N die zufillige Anzahl von
Kunden in einer Warteschlange, es gelte N ~ Geo(p).
X, n €N, sei die Bedienzeit von Kunde n, X,, seien stid ~ Exp()).

Gesucht ist die Verteilung der Gesamtwartezeit eines neu ankommenden Kunden, d.h.

N+1

W:2Xi.

Bekannt ist, daf PWIN=" = Erl(n + 1, \). Es gilt

PW<t) = Y P(W <tN=n)P(N=n)
n=0
0 t yn+1 N
= Z/ —y"e” Ydy(1—p)"p
=0 0 n.

_ / Ape Y (Ay(lnT )50

0 n=0

-~

—e y(1—p)

¢ t
— /)\pe—/\yeky(l—p)dy:/ )\pe_Apydy
0 0

= 1—e M (>0

Also ist W ~ Exp(Ap) und fiir den Erwartungswert gilt E(W) = /\ip.

Beispiel 7.3 (Ankiinfte eines Poisson-Prozesses in einem zufilligen Intervall).
Sei N(t), t > 0, ein Poisson-Prozess mit Parameter A > 0. Dann gilt bekanntlich
N(t) ~ Poi(At).

Sei ferner Y eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter p > 0, also Y ~
Exp(u). Gesucht ist die Verteilung der Anzahl von Ankiinften in dem zufilligen Intervall
[0,Y], also die Verteilung der Zufallsvariablen

N(Y)=max{n €Ny | > X; <Y},

i=1

wobei die X; stid ~ Exp()), auch stochastisch unabhéngig von Y sind.
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Bekannt ist nun, dass PNYIY=t = Poi(\t) fiir alle ¢ > 0. Hiermit folgt fiir alle k € Ny

P(N(Y)=k) = /0

h P(N(Y) = k|Y = t)ue " dt
0

1 e Mue Hdt

k 0o
)‘_‘u the=A+mt g4
k! 0

(%)71, da I'-Dichte
k
7 A
- P (2 )  kenN
A+M<A+u> "

(1_L>kL
Ap) A4p

Dies ist die Zahldichte einer geometrischen Verteilung mit Parameter p/(A+ ), so dal

N(Y) ~ Geo (Fuu) gilt.

7.4 Der allgemeine Fall

Die oben beschriebenen Fille lassen sich allgemein wie folgt beschreiben. Fiir alle Er-
eignisse A und B gilt

P(X €AY € B) = / PXY=v(A)dPY (y). (7.1)
B

Eine Funktion PX |Y:y(A), die Wahrscheinlichkeitsverteilung in A fiir jedes y und eine

Zufallsvariable in y fiir jedes A ist, heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y, wenn
(7.1) gilt.
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7.4 Der allgemeine Fall




Kapitel 8

Grenzwertsatze

Zur Motivation drei Problemstellungen:

a) Man betrachte den unendlichen Miinzwurf, wobei die Wahrscheinlichkeit p fiir das
Auftreten von ,,Kopf“ unbekannt ist. Das unbekannte p soll in einem Experiment
geschitzt werden. Es liegt nahe, hierzu die Miinze n mal zu werfen, die Anzahl k
des Aufretens von Kopf zu zdhlen und den Quotienten k/n als Schitzer fiir p zu
verwenden.

Unser Modell fiir diese Situation ist wie folgt. X; ~ Bin(1,p) seien stochastisch
unabhéngige, binomialverteilte Zufallsvariablen. Der vorgeschlagene Schitzer 143t
sich beschreiben als % Zfil X;. Die entscheidende Frage ist, ob die relative Haufig-
keit des Auftretens von Kopf gegen die wahre Wahrscheinlichkeit p konvergiert.
Gilt also

Anzahl der Wiirfe mit Kopf >0 | X; 2
" = —pn—o0) ?
Angzahl aller Wiirfe n

Das Gesetz groBer Zahlen wird hierauf eine positive Antwort geben.

b) Vereinfachtes UMTS-Modell (CDMA-Netz, CDMA = Code Division Multiple Ac-

cess).
\\ /H

A\\N\

Die Interferenzleistung von Mobilstationen ,,auflerhalb* der eigenen Zelle limitiert
die Kapazitat. Die gesamte Interferenz von n Mobilstationen wird beschrieben
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durch
n
S=> X;-D;7,
=1

wobei v € [2,5] ein Parameter ist, der an die speziell betrachtete Umgebung
angepafit wird. Hierbei bedeutet X; die zufillige Sendeleistung der Station i, die
von der gewiinschten Datenrate und Ubertragungsqualitit abhéingt, und D; den
zufilligen Abstand der Mobilstation ¢ von der betrachteten Basisstation.

Wenn X; und D; stochastisch unabhéngig mit bekannten Vertei,ungen angenom-
men werden, so 148t sich grundsétzlich E(S) und Var(S) bestimmen. Die Frage

nach der asymptotischen Verteilung von S fiir grofle n 148t sich dann wie folgt
beantworten.

S — B(S)

Var(s) N0, 1)

und zwar unabhéngig von der Verteilung von X; und D;. Dies wird aus dem
Zentralen Grenzwertsatz folgen.

¢) In einem Wartesystem sei X; ~ Poi(\) die Anzahl der ankommenden Kunden im

i-ten Zeitintervall (jeweils der Lénge 1). Die Anzahl der bis zur Zeit n angekom-
menen Kunden ist somit Y, = """ | X; ~ Poi(n)\).

Fiir grofe n ist die numerische Berechnung der Verteilungsfunktion sehr aufwen-
dig. Man interessiert sich deshalb fiir die Verteilung, welche sich asymptotisch
fiir groe n ergibt. Der Zentrale Grenzwertsatz besagt, dafl mit den Konstanten

an = E(Y,) und b, = /Var(Y,,) folgt

Y, —ay as

~ N(0,1).
bn (0?)

Dies gilt fiir beliebige Verteilung der X;, insbesondere auch fiir diskrete X;, wie
z.B. X; ~ Bin(k,p).

Zunichst miissen geeignete Konvergenzbegriffe definiert werden:

Definition 8.1. { X, },en sei eine Folge von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (92,2, P). Die Folge {X,,} heifit

a) P-fast sicher konvergent gegen X (engl.: almost surely convergent, almost every-

where convergent), wenn

P <{w

Bezeichnung:

lim X, (w) = X(w)}) kurz p < lim X, = X) ~ 1.

n—0o0 n—oo

X, — X P-As, oder Ilim X,=X P-fs.

n—oo n—oo
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b) P-stochastisch konvergent gegen X (engl.: stochastically convergent), wenn
lim P(|X,, — X|>¢)=0 Ve>0.
n—oo
Bezeichnung;:

X, — X P-stoch., lim X, = X P-stoch., P-lim X, =X

n—oo n—oo n—0o0

c¢) schwach konvergent oder verteilungskonvergent (engl.:convergent in distribution)
gegen X, wenn

lim F,(z) = F(x)

n—o0o

in allen Stetigkeitspunkten x von F', wobei F,(x) Verteilungsfunktion von X, und
F(z) Verteilungsfunktion von X bezeichnet.

Bezeichnung:
X, %X, X, 2x
Lemma 8.2. Es gilt

X, — X Pfs. < P(limsup{|X, —X|>¢e})=0 Ve>0

n—oo n—oo

Also gilt:
X, — X Pfs. < P(X,—X|>cfirocovielen)=0 Ve>0
Beweis.

k
Es folgt:

P <U {w | | Xn(w) — X(w)| > % fiir oo viele n}) < Zk:P({}) =0

k

1 1
b= Ve=—: P(]Xn—X\>Ef1’iroovielen>:O

={w [Tk Vn I n>no : [Xn(w)-Xw)[>4+}

Also: P({wwkanovnzno : \Xn(w)—X(w)\S%}>:1

d.h. X, — X P-fs.
,=“: Kklar
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Satz 8.3 (Zusammenhénge zwischen den Konvergenzarten).

a) X, — X P-fs. = X, — X P-stoch = X, P x (n — o0).

n—oo n—oo
Die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.

b) ,Schnelle* stochastische Konvergenz impliziert fast sichere Konvergenz:

(o]
Y P(X,-X|>e)<ooVe>0 = X,— X Pis.

n=1

Beweis.  a) Wir fithren den Beweis nur fiir die erste Implikation. Der Beweis der
zweiten wird in Mathar, Pfeiffer, Lemma 2.3.2, Seite 137 gegeben.

Ve >0 gilt:

0 < lim P(|X, — X| > ¢)
n—od

< lim P [ | J{|Xm— X[ >e}
n—oo
m>n

Stetigheit (ﬁ G {IXm — X| > 5}>

n=1m=n

= P <lim sup{|X,, — X| > 5})

n—oo
= P(|X, — X| > € fiir oo viele n)
= 0 da X, = X P— f.s. (wg. 8.2)

b) Sei € > 0. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma folgt

Y P(Xn—X|>e)<oo = P(limsup{|Xn—X|>5}> =0.

n—00
n=1

Die Behauptung folgt nun durch Anwendung von Lemma 8.2.

Lemma 8.4 (Chebychev-Ungleichung).
X sei eine Zufallsvariable mit Var(X) < co. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

X
P(IX — B(X)| >¢) < V%g)
Beweis. Mit der Markoff-Ungleichung (Satz 6.6) folgt
E(IX —EX|?) Var(X)
2 = 2 -

P(|X —EX|>¢)=P((X —EX)?>¢%) <

9 9
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Satz 8.5 (Starkes Gesetz grofler Zahlen, SGGZ). (Strong Law of Large Numbers,
LLN) {X,}nen eine Folge von paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) mit Var(X,) < M < oo V n € N. Dann gilt

— Z X; — EX;) — 0 P-fast sicher.

n—o00
=1

Beweis. O.B.d.A. sei EX; = 0 fiir alle 4, die X; seien paarweise unkorreliert.

Setze X,, = % S X

Zeige, daB fiir alle e > 0 gilt > 2| P (‘Yn‘ > 5) < 00. Dann ist X,, — 0 P-fast sicher
konvergent, wegen Satz 8.3.b).

Betrachte zuniichst die Teilfolge X ,,2. Mit der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

var (%) Vo (3 I %)

P (‘7n2| > e’:‘) <

g2 g2
1 n? Vi 1,2
= > 7 Var(X; =n“M M
:n4ZZ712 ( Z)_ n B - 5 9 Vn€N75>O
€ € n2e

Also gilt

ip(|7n2|>5 iﬁzgi

= X,2 — 0 P-fast sicher

n—oo

Sei n = n(k) definiert durch n? <k < (n+1)2, k € N. Dann ist

k
Var (kX — n?X,2) = Var Z X; | <(k—n?)M.
i=n2+1

Es folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung

(k —n?)M

e2nt

P (‘kyk - n27n2| > en2) <

also gilt mit Satz 8.3.b).

Xk — Yn(k:)Q k:jc:o 0 P-fs.
Insgesamt folgt:
IR e, P(F)=1VweF: X2 =30

dF, € AU, P(FQ):l\V/UJGFQ:
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Zusammengenommen folgt: X,, — 0 V w € Fy N Fy, mit
n—oo

P(FL 1 Fy) = P(Fy) + P(Fy) = P(Fy, U By) = 1,
—_—— —— ——

d.h. X,, — 0 P-fast sicher. [l

n—oo
Bemerkung 8.6.

a) Aus Satz 8.3 a) (fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz) folgt

1 n
— Z(XZ — EX;) — 0 P-fast sicher
n

4 n—00
=1

1 .
= = Z(XZ — EX;) — 0 P-stochastisch

£ n—o0
=1

Die gefolgerte Aussage heifit ,, Schwaches Gesetz grofer Zahlen* (engl.: Weak Law
of Large Numbers (WLLN).

b) Das starke Gesetz grofier Zahlen gilt auch, wenn {X,, } nen stid und E(X) existiert
(ohne dabei die Existenz der Varianz zu fordern). Mit E(X;) = u gilt

1 n
— E X; — p P-fast sicher.
n n—oo

i=1
Beweis. aufwendig (s. Shiryayev) O

Beispiel 8.7 (Anwendung des SGGZ auf Wahrscheinlichkeiten). Sei {X,, }nen
eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, A &
BLP(X,€A)=p VneN

Y1 Ta(X;) beschreibt die Anzahl des Auftretens des Ereignisses {X; € A} bis zum n-
ten Versuch. Die Y; = [4(X;) sind ebenfalls stochastisch unabhéngig, identisch verteilt
mit E(Y;) =P(X; € A)=pVieN

Mit dem starken Gesetz grofier Zahlen folgt

1 — 1 —
EZYZ = EZHA(Xi)
=1 i=1

Anz. des Auftretens von {X; € A} bis zum n-ten Versuch

Anzahl aller Versuche
= rel. Haufigkeit des Auftretens von {X; € A} in n Versuchen

— p P-fast sicher.
n—oo
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Beispiel 8.8. Sei { X, }»en eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit u = E(X;), 0 = Var(X;). Dann gilt

1 & —_
- in =X, — u P-fast sicher
n

7 n—o0
1=
d.h. X, ist ein ,stark konsistenter Schitzer* fiir p. Des weiteren gilt
1 n
2 2 .
- ZlXi — E (XZ) P-fast sicher
i

wegen des starken Gesetzes grofier Zahlen, mit X; ersetzt durch X?2. Auflerdem gilt

n

1 « - N
n Z (Xi - Xn)2 = Z(Xzz —2X; X + (Xn)Q)
=1 =1

n n
<Z X7 -2X, ) Xi> + (Xn)?
=1 =1
1

= = § X2 - 2(X,)% + (X,)?
n
=1

SRS

S

1< -
= —Y X/—(X.)? — EX] - (EX;)’ P-fast sicher
n 4 —— N0 ~—_———
=1

——— —p? Var(X)
—E(X?)

wegen des starken Gesetzes grofler Zahlen. Also:

1 — — \2
EZ(}Q—Xn) — 0% P-fs,
i=1

n—oo

d.h. % S (XZ- - 7)2 ist ein ,,stark konsistenter Schitzer* fiir 2.

Satz 8.9 (Zentraler Grenzwertsatz, ZGWS (CLT)). Sei {X,}nen eine Folge
stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit 4 = E(X,) und
existierender Varianz o2 = Var(X,,) > 0. Dann gilt

1 < as
— X — ~ N(0,1) fi
/7 =W ENOY) i o,

R 1 (7 22
dh. P —=S"(X; — p) < — - “TdxV 2z €R.
(U e u)_Z) == [ eFdy:

Beweis. z.B. ,Casella und Berger“, Seite 216 ff. O
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Fiir S, = >, X; gilt E(S,) = nu, Var(S,) = no?. Dann ist

S —n 1 «
Yy, =22 “:Jﬁ;(Xi—u)%N(O,l) fiir n — oo.

no?

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz gilt: Die standarisierte Summe Y;, von Zufallsvaria-
blen ist asymptotisch N (0,1)-verteilt.

Beispiel 8.10. {X,, },cn sei eine Folge stochastisch unabhéngiger, identisch Bin(1, p)-
verteilter Zufallsvariablen.

Somit ist E(X,,) = p und Var(X,,) = p(1 —p).

Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt

n
S X
Zuiz=1 i 7 WP as N(0,1) fir n — oo.

np(1 —p)
Also ist
n 2] n\ o o
r (; Xi < Z) - l;) </<:>p (1-p) (aufwendig fiir groBe n)
- (leX p__z—mw ) ¢<ﬂ>7
Jrp(L—p) ~ /np(l—p) —

wobei

o)== [ e

Diese Approximation ist brauchbar fiir n > 30.

Anwendung: Lieferung von 100 Teilen, Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein einzelnes
Teil defekt ist, sei p = 0, 08.
Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 9% der Teile in der Lieferung defekt sind:

P(iXi>0,09n> = P((ZX <009n>

=1

%

—¢

0,09n — 0,08n
v/n-0,08-0,92

0,01
B ‘b(\/o 08-0,92 )
"2 1 (0,3686) =1 — 0,64 = 0,36



Kapitel 9

Schatzfunktionen und
Konfidenzintervalle

Zur Motivation der folgenden Begriffe zunéichst drei Beispiele und Problemstellungen

a) Eine Miinze werde in unabhéngigen Versuchen geworfen. Die Wahrscheinlichkeit
p, dafiir daf ,, Kopf* féllt, sei nicht bekannt. Ziel ist es, eine gute Schétzung fiir p
zu bestimmen.

Mathematisches Modell: Zufallsvariablen X7, ..., X,, seien stochastisch unabhéngig,
identisch Bin(1, p)-verteilt. Dann ist

o 1 o - .
p:p(Xl,...,Xn)zﬁlei:Xn P P-fast sicher
P

nach dem SGGZ ein ,verniinftiger* Schétzer fiir p.
Dabei ist p(X71,. .., X,) als eine Funktion der X1, ..., X,, wieder eine Zufallsvariable.

Setzt man Realisationen x1, ..., x, ein, so erhélt man den Schétzwert T = % S T
1 8
Beispiel: (1,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1) = — =
6’LS])’L€(,,,,,,,,,,,,,) 14zzlxz 14
b) Xi,..., X, seien stochastisch unabhéingig, identisch Exp(\)-verteilte Zufallsvaria-

blen, mit Parameter A\ > 0. (Die Familie der Exponentialverteilungen ist eine
parametrische Familie.)

R 1
19 — E ZZ_;XZ njczo X = E(Xl) P—fast SiCher,

ist ein nach dem SGGZ konsistenter Schétzer fiir g(A\) = 1/ = E(Xy).

¢) In a) und b) wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel geschétzt.
Es gibt aber auch schwierigere Situationen, wie z.B. bei der Fragestellung nach
der Anzahl M der regelméfligen Besucher einer Web-Seite.

Um M zu schétzen, geht man intuitiv wie folgt vor:

87
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e Speichere die Adressen von n Besuchern (z.B. in einem log-file). Diese Besu-
cher bezeichnen wir als ,,markiert®.

e Zu einem spéteren Zeitpunkt: merke m Adressen und bestimme den Anteil
x der bereits markierten Besucher.

~

Unter entsprechenden Verteilungsannahmen sollte 17 ~ - gelten. Ein ,verniinfti-

ger* Schétzer fir M ist somit

n= |20

x

Kann dieses intuitive Vorgehen exakt begriindet werden?

9.1 Methoden zur Bestimmung von Schatzern

Definition 9.1. X1,..., X, seien Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
PéXl ""’X"), ¥ € O. Y bezeichnet hierbei den Parameter, von dem die Verteilung abhéngt,

© heiBt Parameterraum. g(¥) : © — ) sei eine Funktion.
Jede (meBbare) Abbildung h(X1, ..., X,) mit Wertebereich Y hei8t statistische Schitz-
funktion oder (Punkt-) Schitzer (engl.: point estimator) von g(v).

Beispiel 9.2.

a) Bs seien X1,..., X, stid ~ N(u,0?). Wihle ¥ = (u, 0?) mit dem Parameterraum
O =R xR*.
Schitze zunéchst den ersten Parameter (Erwartungswert):

a1 () = g1 ((,0%)) = p.

Bereits bekannter Schétzer fir gy (9):
1 n
hi(X1,...,Xn) = - ZlX
1=

Schétze den zweiten Parameter (Varianz):

92(9) = g2 ((n,0%)) = o>,

Bekannter Schitzer fir go(9):
1 - \2
ho(X1,.. X)) == (X —X,)".

b) Seien X1, ..., X, stid ~ Exp(\). Setze ¥ = A mit Parameterraum © = R™.
Schétze den Erwartungswert

1

a1 =g\ = Y= E(Xy).
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Ein geeigneter Schétzer ist aus Beispiel 6.3 b) bereits bekannt, ndmlich
1 n
hi(Xy,..., Xp) = - Zle
i

Schitze nun den Parameter M\ direkt:

92(9) = g2(A) = A
Es stellt sich die Frage, ob

—1
1 n
ho(X1,..., Xp) = (5 ZXZ>
i—1

ein ,verniinftiger* Schétzer fiir A ist.
Im folgenden werden Methoden behandelt, um geeignete Schétzer zu bestimmen.

Definition 9.3 (Maximum-Likelihood-Schétzer). f(Xi,...,X,[9), ¥ € O sei
eine Zihldichte oder Dichte. L(¥|z1,...,zy) = f(z1,...,2,|0) (als Funktion von ¢
bei gegebenen x1,...,x,) heifit Likelihood-Funktion. 79(3:1,...,3:”) heifit Maximum-
Likelihood-Schitzer (MLS, engl. mazimum likelihood estimator (MLE)), falls

L (@(ml, cey Ty)

xl,...,xn) = sup L(¥|z1,...,zy,) fir alle z1,...,z,.
IS(C]

g <1§> heifit Maximum-Likelihood-Schétzer fiir g(9).

Fiir diskrete Verteilungen verfolgt man hierbei die Idee, den Parameter 8 so zu wéhlen,
dafl die gemeinsame Zahldichte bei dem Beobachtungsvektor (z1, ..., z,) eine Maximal-
stelle hat, der Beobachtungsvektor also mit maximaler Wahrscheinlichkeit angenommen
wird.

Die letzte Aussage ist fiir absoult-stetige Verteilungen nicht richtig, da jedes Elemen-
tarereignis (einelementiges Ereignis) nur mit Wahrscheinlichkeit Null auftritt. Analog
jedoch wahlt man den Parameter so, dafl die unterliegende Dichte fiir die beobachteten
Werten (z1,...,x,) maximal ist.

Bemerkung.

a) 9 zu bestimmen, ist eine Maximierungsaufgabe, die oft durch Differenzieren und
Nullstellenbestimmung der ersten Ableitung gelost werden kann.

b) Oft ist es giinstiger, statt L(J|x) die Log-Likelihood-Funktion log L(¥|x) zu be-
trachten. Die Maximalstelle 9 #ndert sich dadurch nicht, da der Logarithmus eine
monotone Funktion ist. Das Maximum von L(¢|z) und log L(¥|z) wird also an der
gleichen Stelle angenommen.



90 9.1 Methoden zur Bestimmung von Schatzern

Beispiel 9.4.

a) Seien X1,..., X, stid ~ N(u,0?). Gesucht ist ein Schitzer fiir ¥ = (u,0?) €
R x R*. D.h. die Familie der Verteilung ist bekannt, der Parameter der Verteilung
aber nicht. Nach Definition 9.3 gilt

£( 1) ﬁ 1 —(15—5)2 1 — 50z L (i)
xl,...,x == e o = — € o i=
! i1 V2mo? (2ma?)2
= L(|z1,...,2p)
1 n
= log L(¥|z1,...,2,) = —=log (2#02) ) Z( i ,u)2
i=1

Setze nun 7 = o2 und bestimme die Nullstellen der partiellen Ableitungen:

dlog L 2 — !
oy :@Z(wz—u)zo
i—1

Odlog L n 2w 1 & 9 !
or 22T + 272 Zi_l (@i = p)

Aus der ersten Gleichung folgt

1 n
1=

Dies eingesetzt in die zweite liefert

Nach der Uberpriifung, daf8 fiir diese Werte tatséchlich ein Maximum vorliegt,
ergibt sich als Maximum-Likelihood-Schétzer

. o~ 1< _
¥ = (IU,,O'Z) = (.CIT, E Z (CITZ — $)2> .
=1
b) Seien X1, ..., X, stid ~ Exp()\). Gesucht ist ein Schitzer fiir 9 = X € RT. Es gilt
n
flz1,...,zn|A) = H Ae AT = NPT A 2izy T
=1
= L(\|z1,...,20), x; > 0.

= log L(A|z1,...,z,) =nlog\ — )\in.
1=1
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Fiir die Nullstelle der ersten Ableitung nach A ergibt sich

alOgL n Z;cl—o & sz s A= -
le

SN

Also ist A =1 /T ein Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢ = A. Es ist jedoch noch
zu zeigen, daf A das Maximum von L(A|z1,...,x,) ist.

c) Seien Xi,...,X, stid ~ Bin(1,p). Gesucht ist ein Schitzer fiir den Parameter
p e [0,1]. Es gilt

n

flxy, ..., zq|p) = Hp“(l —p)l%i = pZ?:l i (1 — p)n—Z?:1 ;

=1
:L(p|fl:1,...,fl,'n), T; € {071}a

n n
= log L(plz1,...,2,) = (Z xz> logp + (n - Z%) log(1 — p).
=1 i=1

Das Maximum wird durch die Nullstelle der ersten Ableitung nach p bestimmt,

dlogL 1< 1 - ! B I
ai ZZ—Qin—Tp<n—Z@>:0, mlt:p:Ein

i=1 i=1 i=1
& L = (1-7) & T
-z——((1-7)= p=Tx.
p 1-p
Also ist p = T ein Maximum-Likelihood-Schétzer.

9.1.1 Bayes-Methode

FEine weitere allgemeine Methode zur Bestimmung von Schéitzern ist die Bayes-Methode,
die auf dem folgenden Konzept beruht.

e Modelliere Vorkenntnisse iiber den Parameter ¢ durch eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung iiber dem Parameterraum ©, die sogenannte a-priori Verteilung, be-
schrieben durch die (Z#hl-)Dichte 7(1}).

e f(z]9), mit x = (x1,...,x,) sei die Zihldichte oder Dichte der Verteilung von
(X1,...,Xy) bei Vorliegen von ¢, aufgefafit als bedingte Verteilung des Zufalls-
vektors (X1,...,X,) bel gegebenem 1.

e Gegeben seien die Beobachtungen = = (z1,...,%,). Die zu f(J|x) gehorige Ver-
teilung heiit a-posteriori Verteilung von ¢. f(¥|z) reflektiert den Kenntnisstand
iiber ¢ nach Beobachten von (z1,...,x,).

Die Berechnung von f(9|z) geschieht wie in Kapitel 7. Hier wird die Berechnung im
Fall von Dichten durchgefiihrt. Fiir Zidhldichten oder gemischte Félle verlaufen die
Rechnungen analog.
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Gegeben sind f(z|¢) und (). Dann gilt

/fm|z9

Also folgt

flz) =

) _ m(J)
f(z) /f(m|z9)7r(19)dz9

normierende Konstante

Ein naheliegender Schétzer fiir ¢ ist der Erwartungswert der zu f(|x) gehorigen Ver-
teilung.

Definition 9.5. Es gelten die obigen Bezeichnungen. Die Zufallsvariable @(m) besitze
die (Z&hl-) Dichte f(J|z). Dann heifit £ <1§($)> Bayes-Schitzer von 9.

Beispiel 9.6. Sei X ~ Bin(n,p), n € N fest.
Die a-priori Verteilung fiir p sei Beta(«, 3), «, 8 > 0 mit Dichte

)= %]galﬂ —p)*, 0<p<i.
<Es gilt: X ~ Beta(a,5) = E(X)= ~ i ﬂ)

Sei x € {0,1,...,n}. Es gilt

Fole) = up <> _(Z)pf(l—m" %F(&)kap (1 -p)*!
JFalp)r(p)d [f
)

TH+o— 1(1 _ p)nfer,Bfl

() <(a>rw>
J f(z|p)m(p)dp
= F(n+a+/6) erafl(l
Mz+a)l'(n—z+p)

Der Schritt von der zweiten zur dritten Zeile 148t sich wie folgt ohne groflere Rechnung
durchfiithren. Man sieht der Dichte f(p | x) an, daf} sie die Form einer Beta-Dichte hat.
Es brauchen lediglich die richtigen Parameter aus den Exponenten von p und 1 — p
identifiziert werden. Diese sind = + o und n — x + 3, so daf} die Darstellung der Dichte
in der dritten Zeile durch Einsetzen in die allgemeine Gestalt der Beta-Dichte folgt.
Insgesamt ergibt sich als a-posteriori-Verteilung eine Beta(z 4+ a, n — x + (3)-Verteilung.
Der Bayes-Schétzer lautet damit

n—xz+pB—1

—-p)

5(z) = _rta
L B
Speziell folgt fiir « = g =1, daB
. z+1
p(x) =

n+2
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Man beachte, dafl Beta(1,1) = R(0,1) gilt, also in diesem Fall durch die a-priori-
Verteilung kein Parameter p besonders bevorzugt wird.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p lautet bekanntlich pysr(z) = 7. Die beiden
Konzepte zur Schétzung liefern also verschiedene Ergebnisse. Notig ist die Entwicklung
von weiteren Giitekriterien, um Schétzfunktionen vergleichen zu kénnen. Dies geschieht
im folgenden.

0.2 Gitekriterien fiir Schatzer

Definition 9.7. H = H(X1,...,X,) sei ein Schitzer fir g(J) € R.

MSE(Y) = Eg(H — 9(9))* = Ey(H(X1,...,Xn) — 9(9))*

heifit mittlerer quadratischer Fehler (engl.: MSE = mean squared error).

Der MSE mifit die mittlere quadratische Abweichung vom zu schitzenden Wert g()
und ist eine Funktion von 9.
Es gilt:
Ey(H — g(0))* = Ey(H — EyH + EyH — g(9))*
= Ey(H — EyH)? +2(ByH — g(0)) Bg(H — EgH) +(EgH — g(9))?
N————
=0
= FEy(H — EyH)? + (EyH — g(9))? = Vary(H) + (Biasy(H))?

Hierbei wurde gesetzt

Varg(H) = Eg(H — EgH)*> und
Biasy(H)) = Ey(H) — g(0).

Vary(H) beschreibt die Prizision oder die Variablilitit des Schitzers und Biasy(H)
die Schiefe oder Genauigkeit des Schiitzers. Die mittlere quadratische Abweichung 148t
sich also in die Varianz und das Quadrat des Bias additiv zerlegen.

Wichtig ist der Fall, dafl Biasy =0V ¢ € ©.

Definition 9.8. Ein Schitzer H heifit erwartungstreu (engl.: unbiased) fiir g(+}), wenn
Biasy(H) = 0 fiir alle ¥ € ©, falls also Ey(H) = g(9) fiir alle 9 € ©.
Offensichtlich gilt fiir erwartungstreue Schéitzer H

MSE(9) = Eg(H — g(9))? = Varg(H),

so daf} die Varianz des Schétzers die mittlere quadratische Abweichung vom zu schétzen-

den Wert ¢() mift.
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Beispiel 9.9. Seien X1,..., X, ~ N(u, o?) stid.

. 1 < —
a) Zur Uberpriifung, ob der Schétzer i = Hy(Xy,...,X,) = - ZXi = X erwar-
i=1

tungstreu fiir p ist, wird sein Erwartungswert berechnet.

) 1< 1< 1<
Eﬁ(u)=Ew<5§ Xz'):;E Ew(Xz‘)ZEE p=pn V= (0% €0.
=1 =1 =1

Also ist X ein erwartungstreuer Schitzer fiir den Parameter p.

b) Analog gehen wir bei der Untersuchung von o2 = % Sy (Xi — 7)2 auf Erwar-

tungstreue fiir o2 vor.

In einer Voriiberlegung wird zunzichst E(Z2) einer N(u, 0?)-verteilten Zufallsva-
riablen bestimmt. Bekanntlich gilt
0? =Var(Z) = E(Z%) — (EZ)? = E(Z%) — 1%,

so daB E(Z?2) = p? + o2 folgt.

Wegen der Faltungsstabilitéit der Normalverteilung und den bekannten Rechenre-
geln fiir Erwartungswerte und Varianz folgt ferner, daf§

2
7~N<M,U—>.
n

Zusammen mit
—~ 1< 1 &
o2==) (X;—X)* = E;Xf —(X)?
1=

n <
=1

folgt fiir den Erwartungswert

~ 1
By () = 2> EB(X) - B(X)
ni:
. 22
2
S Y. SN
—1
= i 0'2.
n

Also ist 02 = %Z?:1 (XZ- —Y)Q nicht erwartungstreu fiir o2. Allerdings ist o2
asymptotisch erwartungstreu, da

lim Ey (ﬁ) =02 fiir alle (g,0%) € R x RT.

n—~o0
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Multipliziert man o2 mit dem Faktor n/(n — 1), so folgt:

n

1 ==\ 2
SQZn_lz(Xi—X)
i=1

ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2. Denn

E(52):E< n_1 (Xi—7)2>: n_n-loa_ 2

n—1mn4
=1

fiir alle (u,02%) € R x RT.

Beispiel 9.10 (Giitevergleich von zwei Schitzern). Sei X ~ Bin(n,p). Fiir p
wurden zwei Schétzer vorgestellt

Maximum-Likelihood-Schétzer: PMI, = z
n
Bayes-Schiit iori-Verteilung Beta(a, §):  pp = — o
ayes-Schétzer zur a-priori-Verteilung Beta(a, 3): =
Y p g pB ntatp

Zur Beantwortung der Frage, welcher Schétzer geeigneter ist, werden beide mit Hilfe
des MSE, des mittleren quadratischen Fehlers, verglichen.

. A 1 1 p(1—p)
» (DML — ) Var (pym1,) = Var (nx> da par E-treu 122 np(1l — p) n

Fiir den Bayes-Schétzer gilt

E, (ps — p)* = Var (pg) + (Bias, (p5))’

X +a X+a 2
:Var<n+a+ﬂ)+<Ep<n+a+/5>_p>
__np(l-p) ( np+ao >2
 (n+a+p)? ntatp

Wihle nun « und S so, daf§ der mittlere quadratische Fehler von pp konstant ist, d.h.
kein Wert von p bei der Schitzung bevorzugt wird. Dies ist erfiillt, wenn

a=08=1/2-\/n

gewdhlt werden. Mit der zugehorigen a-priori Verteilung folgt dann nach einer kurzen
Rechnung

X+ 3vn
= 2\/_ sowie Ep(ﬁB—p)2:7n

PB = n++/n 4(n++/n)?
Die zugehorigen mittleren quadratischen Abweichungen sind als Funktionen von p in
Abbildung 9.1 fiir n = 5 und n = 300 dargestellt.
Fiir kleine Stichproben sollte der Bayes-Schétzer bevorzugt werden, solange es kei-
ne starken Indizien fiir p &~ 0 oder p =~ 1 gibt. Fiir grofle Stichproben sollte der
Maximum-Likelihood-Schétzer bevorzugt werden, solange es keine fundierten Hinweise
fir p ~ % gibt.
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Abbildung 9.1: MSE von pp (rote Kurven, konstant) und MSE von pyyy, (griine Kurven)
fiir n = 5 (links) und n = 300 (rechts).

0.3 Konfidenzintervalle

Im vorherigen Abschnitt wurden Punktschitzer behandelt. Ziel war es, Schétzfunktio-
nen o zu bestimmen, die unter den genannten Optimalitétskriterien moglichst nahe am
tatséchlichen Parameter ¢ liegen.

Im folgenden werden Intervalle mit zufélliger oberer und unterer Grenze bestimmt, die
den wahren Parameter 1 mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit iiberdecken. Die Idee zur
Konstruktion solcher Intervalle wird an folgendem Beispiel klar.

Seien X1,..., X, stid ~ Bin(1,p) (binomialverteilt mit Parametern n = 1 und p €
[0,1]). Mit dem schwachen Gesetz grofier Zahlen folgt:

1 n
P(li3x
i=1

Aquivalent umgeformt bedeutet dies

>e>—>0 Ve>0.

n—oo

P(X-e<p<X+e) — 1 Ve>0
n—oo
Fiir grole n wird der Parameter p durch das zuféllige Intervall [Y —, X + 5] mit hoher
Wahrscheinlichkeit tiberdeckt. Man nutzt nun die Kenntnisse iiber die Verteilung von
X, um ¢ und die zugehorige Uberdeckungswahrscheinlichkeit P in Abhingigkeit vom
Stichprobenumfang n zu quantifizieren.

Definition 9.11. Seien X1,...,X, Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
PéXl""’X"), ¥ € ©. Ein Intervall der Form [L(Xy,...,X,),U(Xy,...,X,)] heit Kon-
fidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir g(9) € R, falls

Pﬂ<g(q9) c [L(Xl,...,Xn),U(Xl,...,Xn)D >1-a W €0.
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Beispiel 9.12. Seien X1, ..., X, stid ~ N (u,0?), der Parameter o (die Varianz) sei
fest vorgegeben und bekannt.

Bekanntlich ist das arithmetische Mittel X normalverteilt mit Erwartungswert p und
Varianz %2 (Man verifiziere dies auf Grund der Faltungsstabilitét der Normalvertei-
lung.) Also folgt

X—up
a/\/n

Bestimmt wird nun ein u € R so, daf}
X—up

Pt <) 1

Das Prinzip hierfiir wird in der nachfolgenden Skizze anhand der Dichte der N(0, 1)-
Verteilung erlautert.

~N(0,1).

u = uj_g ist also das (1 — §)-Fraktil der N(0,1)-Verteilung. Auflosen nach p ergibt die
folgende Gleichung
) =1-qa.

— (o2 — g — g
P(‘X—u‘gﬁul_%> :P<X—WU1_% S,U/SX‘F%Ul_

Also ist

w|R

— o — g
s X ]

ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p.
Wie erwartet fallt die Lénge des Konfidenzintervalls mit wachsendem n und wéchst mit
wachsendem Niveau 1 — a.

Einseitige Konfidenzintervalle konnen analog aus aus der folgenden Gleichung konstru-
iert werden.

P(f/\_/%‘ §u>:1—a.

Wahlt man u = uj_,, so ist

P(Y—ug %u1a> :P<M2Y—%u1a> =1-qa.

Also ist [7 - ul_aﬁ, oo> ein einseitiges (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p.
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o 0,L | 0,05 | 0,025 | 0,01 | 0,005 | 0,0025
I—a| 09 | 0,95 | 0975 | 0,99 | 0,995 | 0,9975
Ul—o || 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 | 2,807

Tabelle 9.1: Fraktile der N(0, 1)-Verteilung.

FEinige Fraktile der Standardnormalverteilung sind in Tabelle 9.1 angegeben. Ausfiihr-
liche Tabellen finden sich im Buch von G. Casella, R.L. Berger: Statistical Inference,
Duxbury Press, Belmont California, 1990.

Beispiel 9.13 (Approximatives Konfidenzintervall fiir Wahrscheinlichkeiten).
Seien X7i,...,X stid ~ Bin(1,p). Dann ist

X —
=P N(0,1) (siche Bsp. 8.10).
p(1—p)
n
Also gilt

X —

P M SUlap | *Rl-o

p(1—p)

n

wobei u_, /9 das Fraktil der N(0,1)-Verteilung ist. Ein zugehériges Konfidenzintervall
kann wie folgt bestimmt werden.
p(1—p)

|Y—p‘ = Ul—q/2 T <~ (7—]?)2:11%70{/2

p(1 —p)

ist eine quadratische Gleichung in p mit zwei Losungen py, (7) <pu (Y) Folglich ist

[p (X)) pu (X)]

ein approximatives (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p. Die explizite Losung der quadrati-
schen Gleichung findet sich im o.a. Buch von Casella und Berger auf Seite 445.

In den meisten Anwendungsfillen wird die Varianz, wie in Beispiel 9.12 angenommen,
nicht bekannt sein. Um auch hier Konfidenzintervalle zu bestimmen, wird zunéchst die
Verteilung von (X — u)/(S/y/n) eingefiihrt.

Satz 9.14 (Student’s t-Verteilung). Seien X1, ..., X, i.id. ~ N(u,0%), X = 13" X
und 52 = L 3°7 (X; — X)2. Es gilt

X-—p

~tp-1,

S/\/n

wobei t,,_1 die t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet. Sie besitzt die Dichte
r(zty g 1

ftm(‘r) = F 7?1 1.2 1 2?

(5) Vmm (14 2 )m+1)/

r€e€R, meN.
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Es gilt sogar, daB X und S? stochastisch unabhingig sind. Der Beweis dieser Aussage
und des Satzes findet sich in Casella, Berger auf Seite 226.
Man beachte folgende Extremfille fiir den Parameter m der t-Verteilung.

e Fiir m =1 ergibt sich die Dichte der Cauchy- Verteilung.

e FiirY;, ~ t;,, m € N, gilt Y, < N(0, 1) mit m — 0. t,,-Verteilungen konvergieren
also mit m — oo gegen die Standardnormalverteilung.

Fir m = 1,3,10 sind die Dichten der jeweiligen t,,-Verteilung und die Dichte der
N(0, 1)-Verteilung in Abbildung 9.2 dargestellt.

0.4

0.35

03 r

0.25

0.2 r

0.15

0.1 r

0.05

Abbildung 9.2: t,,-Verteilungsdichten fiir m = 1,3,10 und die Dichte der N(0,1)-
Verteilung.

Die t-Verteilung wurde von W.S. Gosset unter dem Pseudonym Student in den frithen
90er Jahren publiziert. Ihr Name “Student’s t” erklért sich hieraus.

Beispiel 9.15. Seien X7,..., X, i.i.d. ~ N(u,0?). Bestimmt wird ein Konfidenzinter-
vall fiir i bei unbekanntem o2. Die Idee ist, in Beispiel 9.12 ¢ durch den erwartungs-
treuen Schitzer S? zu ersetzen und dann die Fraktile der t-Verteilung zu benutzen.
Bestimmt wird v € R so, dafl

(57

S/\/n

Analog zu Beispiel 9.12 wird v = v;_, /5 als das (1 — «/2)-Fraktil der ¢,_1-Verteilung
gewihlt. Auflésen obiger Gleichung nach p liefert

‘§v>§1—a.

_ S _ S _ S
P(‘X — ,LL{ < Ul—a/? %) = P(X — Ul—a/? % < )2 < X +/U1—oc/2 %)
Also ist
= S - S
[X — Vi—a/2 ok X +v1_ap2 ﬁ}
2

ein 1 — a-Konfidenzintervall fiir u bei unbekannter Varianz <.
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almost everywhere convergent, 80
almost surely convergent, 80
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arrival times, 54
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bedingte Dichte, 75

bedingte Verteilung, 17, 73, 75
bedingte Verteilungsfunktion, 75
bedingte Wahrscheinlichkeit, 17
bedingte Zahldichte, 73
bedingten Erwartungswert, 75
bedingter Erwartungswert, 74
Beta-Verteilung, 92

Bias, 93

100
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Bonferroni inequality, 13
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Borel-Cantelli-Lemma, 21, 22

Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 65
Cauchy-Verteilung, 99

central moment, 65

CLT, 85

convergent in distribution, 81
convolution, 52

correlation, 65

covariance, 65

Dichte, 33, 41

discrete density function, 26
diskret, 25

diskrete Gleichverteilung, 7
distributed, 29

distribution function, 27
Dreieckverteilung, 46

dwell times, 54

Ereignismenge, 7
Ereignisse, 7
Ergebnismenge, 7
Ergebnisse, 7
Erlang-Verteilung, 48
erste Eintrittszeit, 48
erwartungstreu, 93
Erwartungswert, 60, 61
erzeugende Funktion, 36
Eulersche Konstante, 71
exponentialverteilt, 29
Exponentialverteilung, 34

faktorielles Moment, 69
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faltungsstabil, 52, 56
Freiheitsgrade, 98 negative Binomialverteilung, 55
Funktionaldeterminante, 50 Netzwerk, 19

Nikolaus Bernoulli, 59
Giitevergleich, 95 Normalverteilung, 34
gemeinsame Verteilung, 41
Genauigkeit, 93 P-fast sicher konvergent, 80
geometrische Verteilung, 26 P-stochastisch konvergent, 81
gleichverteilt, 29 Parameterraum, 88

pdf, 33
Hashing, 8 Petersburger Paradoxon, 59
Hausdorft, 10 point estimator, 88

Poisson-Prozess, 53
Poisson-verteilt, 27

probability density function, 33
probability generating function, 36
Produkt-o-Algebra, 40
Pseudoinverse, 32
Konfidenzintervall, 96 Punktschatzer, 88

Korrelation, 65
Kovarianz, 65

iid, 45

inclusion-exclusion formula, 13
Indikatorfunktion, 30
interarrival times, 54
Inversionsformel, 37

random variable, 23
Rayleigh-verteilt, 51

Laplace-Transformierte, 36 Rayleigh-Verteilung, 51
Laplace-Verteilung, 7 Realisationen, 87
Laplacescher Wahrscheinlichkeitsbegriff, rechteckverteilt, 29

7 Rechteckverteilung, 33
Laufzeiten in Netzwerken, 6 Recontre-Problem, 14
Likelihood-Funktion, 89 rectangular, 29

Limes der Mengenfolge A, 11
Limes inferior, 21
Limes superior, 21

s.u., 18
Schatzer, 88

Linearitit, 63 Schétzfunktion, 88
Log-Likelihood-Funktion, 89 Schiefe, 93

schwach konvergent, 81
Markoft-Ungleichung, 63 SGGZ, 83
maximum likelihood estimator, 89 Siebformel von Poincare-Sylvester, 13
Maximum-Likelihood-Schétzer, 89 sojourn times, 54
mean squared error, 93 Sortieren, 14
Median, 32 standard deviation, 65
Mischung, 43 Standardabweichung, 65
mittlerer quadratischer Fehler, 93 Starkes Gesetz grosser Zahlen, 83
MLE, 89 statistische Schéatzfunktion, 88
MLS, 89 Stetigkeit von oben, 12
Moment, 65 Stetigkeit von unten, 12

Monotonie, 63 Stichprobenumfang, 96
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stid, 45

stochastically convergent, 81

Stochastik, 1

stochastisch unabhéngig, 18, 43, 45

stochastisch unabhéngig, identisch ver-
teilt, 45

Student’s ¢, 98

support, 25

t-Verteilung, 98

totalen Wahrscheinlichkeit, 17
Trager, 25
Transformationssatz, 49

unbiased, 93
uncorrelated, 65
uniformly, 29
unkorreliert, 65

variance, 65

Varianz, 65

Verteilung, 24
Verteilungsdichte, 33
Verteilungsfunktion, 27, 28
verteilungskonvergent, 81
Verweilzeiten, 54

Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, 7
Wabhrscheinlichkeitsraum, 11
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 11
Weak Law of Large Numbers, 84
WLLN, 84

Z-Transformation, 36
Zahldichte, 26

Zentraler Grenzwertsatz, 85
zentrales Moment, 65
ZGWS, 85

Zufallsvariable, 23
Zufallsvektor, 41

Zuwachs, 55
Zwischenankunftszeiten, 54
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