Formelblatt Theoretische Informationstechnik

Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, 2, P)

(i) P(Q)=1.
(i) P(UsZ, An) =300 P(An) VA, €%,
A;iNA; =0 Vi, jmit i #j.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(AN B)

P(AIB) = =5

A,Be, P(B)>0.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und

Bayes-Formel

e} oo

P(A)=> P(A|B,) - P(Bn), Q= (s B,
P(A[By) - P(Bn)
252 P(A|Bg) - P(B;)

P(Bn|A) =

Stochastische Unabhingigkeit (Ereignisse)
A, B € A heiflen stochastisch unabhingig, falls

P(AN B) = P(A) - P(B).

Diskrete Zufallsvariable
X:Q—T={t1,t2,..} CR, P(X =t:)= fx(t:).
Diskrete Verteilungen
a) Diskrete Gleichverteilung:

P(X=i=1 Vvi=1,..,n
b) Bernoulli-Verteilung:

P(X=1])=p und P(X=0)=1-p, pel01].
c¢) Binomialverteilung;:

P(X =k = -p)" " k=0,1,..,n, pel01].
d) Geometrische Verteilung:

P(X=k)=(1-p)’*p, keNo, pe(0,1].
e) Poissonverteilung:

P(X=k)=e 2 keNy, A>0.

Absolut-stetige Zufallsvariable

X:Q—R, PX<z)=Fx(z)= [ fx(t)dt
Absolut-stetige Verteilungen

a) Normalverteilung:

1 _(@=m)*
fx(a) = e

2mo
Bezeichnung: X ~ N(p,0%), p €R, 0% > 0.

b) Gleich- oder Rechteckverteilung:

1
_ b—a a S €T S b _ 1 .
Fx(z) = { 0, sonst T b—a e,y (@)
Bezeichnung: X ~ R(a,b), a <b€eR.
c) Exponentialverteilung:
Ae ™ >0 —z
@ ={ 0 IZ0 A e (@)

Bezeichnung: X ~ Exp(A), A > 0.

VYneN, P(A)>o0.

d) Rayleigh-Verteilung:
A
fr(r) = —ze 2% -Ijo,00)(r)

Bezeichnung: R ~ Ray(0?), o® > 0.

e) Rice-Verteilung:

ro_reg? T 1 T x cos ¥
fr(r) = —=e 22 -1 (ﬁ) Jo(z) = ;/0 e dd

Bezeichnung: R ~ Rice(y,02), u >0, o® > 0.

f) Lognormal-Verteilung:

1 _(n(m)-m?

= e 20 ,y>0
yv2mo 4

Bezeichnung: Y ~ LogN(u,02), p €R, 0% > 0.

Iy (y)

Erwartungswert

a) X diskrete Zufallsvariable:

oo

E(9(X)) = Zg(ﬂfi)fx (z;) (falls existent).

i=1
b) X absolut-stetige Zufallsvariable:

E(g(X)) = / g(z) fx(x)dz (falls existent).

—o0

Varianz, Kovarianz, Korrelation
a) V(X) = E (X - E(X))*)
b) Cov(X,Y) =E ((X - E(X))(Y - E(Y)))

Cov(X,Y
¢) Corr(X,Y) = W

Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix
a) E(X) = (E(X1),...,E(X,)) € R"
b) Cov(X) = (Cov(Xi,Xj))ISMSn e R™"

n-dimensionale Normalverteilung

X n-dimensional normalverteilt mit regulirer Kovarianzmatrix C
besitzt die Dichte

- ex —lm— 'Cc(x — .
frxlonmn) = e~ 5@ - w0 @ -}

Bezeichnung: X ~ N, (u,C).

Stochastische Unabhéngigkeit (Zufallsvariablen)

X1,...,Xn (absolut-stetig) heifen stochastisch unabhingig, falls

fxrxn (@, o 2n) = fx,(@1) -+ - fx, (zn) Vzi,...,2, €R.

Transformationssatz

Unter den Annahmen

M ={x € R" | fx(x) > 0} CR" offen,
T: M — R™ injektiv,

(aTi(JCl,m,wn))
9z; 1<i,j<n

>0 Y(z1,...,70) €M,



besitzt der Zufallsvektor Y = T'(X) eine Dichte
1

_ -1
fY(ylv"'>y7L)_ o, () | fX (T (y1,..4
ox z=T"1(y1,..., Yn)
8Ti_l(y17'“7yn) —1
= || —+—F— T
’< ayg fX ( (y17 7yn)) k]
(y1,...,yn) € T(M).
Erweiterter Arcustangens £(z,y)
arctan (¥) x>0, y>0
arctan(%) +7 x<0
L(w,y) =4 arctan () +2r x>0, y<0
5 z=0,y2>0
-5 z=0,y<0

Summen von Zufallsvariablen

X = (X1, X2)" Zufallsvektor mit Dichte fx (z1,x2).
Dann besitzt Y = X7 + X5 die Dichte

:/oo fx(t,y—t)dt

Komplexe Normalverteilung

a) X =U +1iV € C" heift komplex normalverteilt, wenn
(U, V)" 2n-dimensional normalverteilt ist.

b) X ist zirkuldr symmetrisch komplex normalverteilt, wenn

U\ _1/Re@Q —-ImQ
Cov (V) T2 (ImQ ReQ )
fiir eine hermitesche, n.n.d. Matrix Q, X ~ SCN(u, Q).
c) X ~ SCN(u, Q), Q regulir = X besitzt die Dichte

fx (@) = [det(7Q)]™ -1)'Q N (z -}

d) X ~SCN(p, Q) = E ((X — E(X))(X ~ E(X))") = Q.

1exp{—

) X ~SCN(i,Q), A € C™*" — AX ~ SCN(Ap, AQA”).
f) X ~ SCN(p1,Q1), Y ~ SCN(u2,Q2), X,Y stochastisch
unabhingig = X +Y ~ SCN(pu1 + p2, Q1 + Q2).

g) X ~SCN(p, Q), Q regulir = H(X) = log|meQ)|.

Stochastische Prozesse
{X@#) |teT}H {Y(#)|teT}, TCR:
a) px (t) = E(X (1)),

b) Rxx(t1,t2) = E (X (t1) X" (t2)),
c) Cxx(t1,t2) = Rxx(t1,t2) — pux
d) Rxy(t1,t2) = E(X(t1)Y™(t2)).

(t1) - px (t2),

Leistungsdichtespektrum

a) B (IX()]*) = Rxx(0) = [%_ Sxx(f) df,
b) Sxx(f) € Rund Sxx(f) >0 VfeR,
c) Sxx(f) =Sxx(—f), falls Rxx(t) € R.

LTI-Systeme

a) Y(t) = [%_ h(u)X(t — u) du,

b) py (t) = E(Y (t)) = px(t )foo h(u) du,

¢) Ryy(t) = [T h(u) [ h*(v)Rxx(t — u+v) dv du,
d) Syv(f) =H(f )\ 5XX(f)~

\Yn))

Entropie

H(X) = =3 P(X = z;)log P(X = ;)

Gemeinsame Entropie

H(X,Y) = _ZP(X =z, Y = yj) IOgP(X =z;,Y = yj)
(2%

Bedingte Entropie

H(X[Y) = =2 P(X =i, Y = y;)log P(X = z:]Y = y;)
i,

Transinformation

I(X;Y)=H(X) - H(X|Y)

Differentielle Entropie
= — [ f(x)log f(z)dx

Gemeinsame differentielle Entropie

HX,Y) == 2 )2

(z,y)log f(z,y)dzdy

Bedingte differentielle Entropie
HX|Y)=— [ [ f(z,y)log f(z|y)dzdy

Kullback-Leibler-Distanz
D(f|lg)= [T f(z)log (I))da: (kontinuierlich)
D(pllq )—szlog

o (dlskret)

Entropie der Normalverteilung

X ~ Ny(p,C) = H(X) = In((27e)"|C).

Binirer symmetrischer Kanal
C=max I(X;Y) =1+ (1—¢€)log,(1 —¢€) +clog, €

(po,p1)

Gauftkanal mit binfdrer Eingabe
C=max I(X;Y)=1—-E

(po,p1)

[log,(1+e ™), W~N (%27

Reeller Gaufikanal

C= max I(X;Y)=

E(X2)<L 1 (1+ )

Paralleler Gaufikanal

. _ 1\ (w=xpt
Ty m??Z)gLI(X’Y) =22l (1+ A )’
ZZ = leag()q, ey )\n)fl—'/7 Z?:l(l/ — Al)+ = L.
Bandbegrenzer Gaufikanal
C= I(X;Y) = Wn (1 )
E(?{lg)ﬁL ( )= Win {1+

MIMO-Kanal (festes H)

C= I(X; Y) = 22:1

o ()],

* . « 2\ T
H'H = Udiag(h1,..., MU, Sy, oo (v = 5) =L

max
E(X*X)<L

MIMO-Kanal (normalverteiltes H)

I (X; (Y,H)) = E [log det (I, + -2 HH")]

C = max
E(X*X)<L

M

“w
o2



