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Aufgabe 1. Die Gesamtaufgabe besteht aus zwei Teilen, die unabhingig voneinander
gelost werden konnen.

Teil 1
Fiir die absolut-stetige Zufallsvariable X mit Trager [0, 00) und festem Parameter o > 0
gelte

P(X>z)=((+ ozx)_é :

a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X. Wahlen Sie dazu den Parameter [
so, dass F'x die Voraussetzungen einer Verteilungsfunktion erfiillt und berechnen Sie
die zugehorige Dichtefunktion fyx.

Nun sei T(X) = (14 aX) & =Y.

b) Geben Sie den Wertebereich der Zufallsvariablen Y an.

¢) Bestimmen Sie unter Verwendung des Transformationssatzes die Verteilungsdichte
von Y. Gehen Sie davon aus, dass die Voraussetzungen des Transformationssatzes
erfiillt sind.

Teil 11
Jetzt werde die exponentialverteilte Zufallsvariable X mit Dichtefunktion

fx(z) = e M Toooy(x), A>0,
betrachtet.
itX

d) Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = e+ als Funktion von

t € R, wobei ¢ = y/—1 die imaginédre Einheit bezeichnet.



Aufgabe 2. Es sei {X(¢)} ein stochastischer Prozess mit X (t) = cos(2 fot + @), wobei ®
auf [0, 27] gleichverteilt ist, d.h. & ~ R(0, 27).

a) Zeigen Sie, dass X (t) ein schwach stationdrer Prozess ist.
Hinweis: Es gilt cos(z + a) cos(x + b) = cos(2z + a + b) + cos(a — b).

b) Es sei {Y(t)} GauBsches weiies Rauschen mit E(Y'(¢)) = 0 und Ryy (1) = £24(7).
Zeigen Sie, dass der stochastische Prozess Z(t) = X (t) + Y (t) ebenfalls schwach
stationar ist. Gehen Sie davon aus, dass {X (¢)} und {Y'(¢)} stochastisch unabhangig
sind.

c) Das Leistungsdichtespektrum von {X (¢)} lautet Sxx(f) = 5(6(f + fo) + 0(f — fo)).
Bestimmen Sie das Leistungsdichtespektrum Szz(f) des Prozesses {Z(t)}.

Nun sei folgendes LTI-System gegeben:
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Dabei sei hy(t) = %6_% Ijo,00)(t) mit der Zeitkonstanten 7" > 0. Fiir den Parameter t, gelte
zunéchst t9 > 0.

d) Geben Sie die Impulsantwort h(t) des Gesamtsystems an und berechnen Sie die
Fouriertransformierte H(f).

e) Es sei nun ¢, = 0. Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum des Ausgangsprozesses
Sww (f) fur diesen Fall.

Hinweis: Fiir die Fouriertransformierte G(f) einer Funktion g(¢) gilt:

G(f) = [ gltyerat.
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Aufgabe 3. Gegeben sei eine diskrete geddchtnislose Quelle X mit Quellalphabet X =
{x17 T, 'r3} .

Anmerkung: Verwenden Sie in dieser Aufgabe den Logarithmus zur Basis zwei.

a) Gehen Sie zunichst davon aus, dass die Symbole gleichverteilt sind. Bestimmen Sie
fir diesen Fall die Entropie H(X) der Quelle.

Nun sei die zugehorige Zahldichte der Quelle X gegeben als P(X = z;) = 0.6 und

b) Berechnen Sie die Entropie der Quelle H(X) und bestimmen Sie die erwartete Kode-
wortlange n(g;) des Huffman-Kodes der Blocklinge N = 1.

c) Konstruieren Sie nun einen Huffman-Kode ¢, fur die in unten stehender Tabelle
aufgelisteten Symbolpaare. Berechnen Sie anschlielend die erwartete Kodewortlange
n(g2) pro Symbolpaar. Verwenden Sie zur Losung der Aufgabe folgende Tabelle:

Bezeichner | Symbolpaar Di Kodewort | Wortlange
Ay ($1, 331)
Ay (1’1, $2)
Az ($2, l‘l)
Ay (z1,23)
As (z3,21)
Ag (22, 72)
Ar (22, 23)
Asg (23, 22)
Ag (23, 3)

d) Die Symbole der Quelle X werden nun vorverarbeitet und mit der folgenden Funktion
in ein neues Alphabet Y = {y1, 2, y3} abgebildet. Dabei gilt 1 — 3o, xo — y3 und
x3 — 1. Die resultierende Quelle werde mit Y bezeichnet. Es sei gy ein optimaler
prafixfreier Kode fiir Symbole der Blocklange N = 2. Geben Sie eine Beziehung
zwischen den erwarteten Wortlangen n(gy ) und n(gs) an.

Betrachten Sie nun folgenden préfixfreien Kode fiir eine diskrete Quelle Z mit Quellalphabet
Z = {2z, 29, 23, 24} und zugehoriger Zahldichte q = (¢1, ¢2, g3, q4)-

Symbol | ¢; | Kodewort
2 0.7 1
22 0.05 01
23 0.2 000
24 0.05 001

e) Ist dieser Code optimal? Falls nein, wie lautet ein optimaler Code? (Begrindung
erforderlich!)



Aufgabe 4. Es werde der unten abgebildete Z-Kanal betrachtet. Der Kanal zeichne sich
dadurch aus, dass der Eingangswert X = 0 stets korrekt iiber den Kanal iibertragen wird,
wahrend der Eingangswert X = 1 mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit
e falschlicherweise auf den Ausgangswert Y = 0 abgebildet wird. Die Wahrscheinlichkeit
P(X = 1) werde einfachheitshalber mit p bezeichnet.

Bei einer experimentellen Messung beobachtet man nun am Ausgang des Kanals die
Auftrittswahrscheinlichkeit P(Y =1) = 1.

Anmerkung: Verwenden Sie in dieser Aufgabe den Logarithmus zur Basis zwei.

a) Bestimmen Sie die Zéhldichte von X in Abhéngigkeit von e.

b) Geben Sie den giiltigen Wertebereich fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit ¢ an. Wel-
chen Wert hatte ¢ wahrend des Experiments, wenn zusatzlich bekannt ist, dass die
Eingangssymbole gleichverteilt waren.

Die Zahldichten von X und Y seien nun wieder unbestimmt.

c) Bestimmen Sie ohne Rechnung die Kapazitéit des Kanals im Falle e = 1 und erldutern
Sie ihr Ergebnis.

d) Es sei nun ¢ = % Bestimmen Sie fir diesen Fall die Transinformation I(X;Y) in
Abhéngigkeit von p.

Nun werden die beiden verketteten Kanéle auf der folgenden Seite betrachtet. Die Parameter
1 und &y konnen dabei stets Werte aus dem offenen Intervall (0,1) annechmen.

e) Entscheiden Sie jeweils, ob sich der Kanal als dquivalenter bindrer symmetrischer
Kanal (BSC) darstellen lisst. Geben Sie, soweit moglich, den Wert von & bzw. €9 in
Abhéangigkeit von ¢ an.






